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PREFACE 


Nous  venions  à  peine  de  renaître  à  la  vie  scientifique  —  que  la  guerre,  sans 
l'interrompre  complètement,  avait  notablement  ralentie  —  lorsque  feus  le  très 
grand  plaisir  de  faire  la  connaissance  de  M.  Juvet. 

Il  avait  fallu  attendre  que  nos  jeunes  gens,  pas  tous,  hélas!  nous  fussent 
rendus,  pour  reprendre  nos  réunions  du  Collège  de  France  où  nous  essayions  de 
suivre  et  d'analyser  le  mouvement  mathématique  contemporain.  A  ces  réunions, 
nous  vîmes  ce  jeune  géomètre  prendre  une  part  de  plus  en  plus  active  et  de  plus 
en  plus  heureuse.  Son  départ  de  France  et  son  retour  dans  sa  patrie  n'ont  pas  fait 
cesser  cette  utile  collaboration.  Avec  son  collègue  M.  Rolin  Wavre,  M.  fuvet 
a  donné  l'exemple  à  ces  jeunes  mathématiciens  suisses  qui  tiennent  à  ne  pas  perdre 
le  contact  avec  la  Science  française.  De  son  séjour  à  Paris,  tout  en  portant  son 
attention  sur  plusieurs  des  sujets  que  la  littérature  mathématique  contemporaine 
désignait  à  notre  étude,  il  s'était  plus  spécialement  adonné  au  Calcul  différentiel 
absolu  et  aux  autres  problèmes  que  soulève  aujourd'hui  la  relativité  généralisée. 

Une  telle  préoccupation  arrivait  à  son  heure. 

On  sait  comment,  sous  la  puissante  impulsion  de  M.  Langevin,  les  jeunes 
physiciens  français  se  sont  associés  au  mouvement  d'idées  créé  par  les  découvertes 
de  M.  Einstein.  Mais  la  coopération  à  ce  mouvement  n'importait  pas  moins  aux 
mathématiciens,  dont  la  nouvelle  théorie  fait  intervenir  les  doctrines  à  un  plus 
haut  degré  que  ne  l'avait  peut-être  fait  aucune  conception  physique  antérieure. 
C'est  ce  qu'avaient  d'ailleurs  compris  dès  l'abord  des  géomètres  tels  que 
M.  Borel.  Mais  le  champ  est  vaste  et  de  nombreux  travailleurs  n'y  sont  pas 
inutiles.  Nous  sommes  heureux  de  l'aide  que  M.  Juvet  nous  a  apportée  et  nous 
apporte  aujourd'hui  pour  son  défrichement. 

Il  était  temps  d'ailleurs  pour  la  Science  mathématique  que  de  telles  questions 
fussent  posées  et  un  tel  champ  de  recherches  ouvert.  Une  fois  de  plus  s'est 
manifestée  V importance  de  l'application  physique  pour  la  direction  de  la  pensée 
mathématique  et  se  sont  vérifiées  les  paroles  aujourd'hui  classiques  que  Poincaré 
prononçait  au  Congrès  mathématique  de  Zurich  : 

((  Le  physicien  nous  pose  des  problèmes  dont  il  attend  de  nous  la  solution. 
((  Mais  en  nous  les  proposant,  il  nous  a  payé  largement  d'avance  le  service  que 
«  nous  pourrons  lui  rendre,  si  nous  parvenons  à  les  résoudre. 


«  Les  combinaisons  que  peuvent  jormcr  les  nombres  et  les  symboles  sont 
«  une  multitude  infinie.  Dans  cette  multitude,  comment  choisirons-nous  celles  qui 
«  sont  dignes  d'attirer  notre  attention?  Nous  laisserons-nous  uniquement  guider 
«  par  notre  caprice?  Ce  caprice,  qui  lui-même  d'ailleurs  ne  tarderait  pas  à  se 
((  lasser,  nous  entraînerait  sans  doute  bien  loin  les  uns  des  autres  et  nous  cesserions 
«  promptement  de  nous  entendre  entre  nous. 

«  Mais  ce  n'est  là  que  le  petit  côté  de  la  question. 

«  La  physique  nous  empêchera  sans  doute  de  nous  égarer,  mais  elle  nous 
«  préservera  d'un  danger  bien  plus  redoutable;  elle  nous  empêchera  de  tourner 
((  sans  cesse  dans  le  même  cercle » 

La  Géométrie  infinitésimale  n  avait-elle  pas  par  trop  perdu  de  Vue  ces 
paroles,  depuis  la  grande  œuvre  par  laquelle  Darboux  avait  rhis  au  point  et  porté 
à  un  remarquable  degré  de  perfection  l'étude  de  tous  les  problèmes  géométriques 
qui  se  posaient  de  son  temps?  Il  est  permis  de  se  le  demander,  à  la  lecture  de 
ces  innombrables  travaux  publiés  pendant  ces  dernières  années  et  où  les  notions 
classiques  de  Gauss,  d'Ossian  Bonnet  et  de  Darboux  reviennent  inlassablement 
dans  tous  les  ordres  possibles,  un  peu  comme  les  figurants  du  cirque  ou,  si  l'on 
veut,  comme  ces  bouts  de  papier  rouges,  verts  et  bleus  que  la  méthode  Froebel 
fait  assembler  aux  enfants  de  nos  écoles.  On  peut  se  demander  si  le  caprice  qui 
préside  à  ces  combinaisons  n'aurait  pas  gagné  à  trouver  un  fil  conducteur,  et  si 
le  danger  dont  parle  Poincaré  de  tourner  toujours  dans  le  même  cercle  a  été 
évité:  de  fait,  en  présence  de  ces  pénibles  efforts  Vers  la  variété,  on  garde  l'im- 
pression d'un  fonds  de  monotonie  et  même  souvent  celle  de  l'inutilité,  non  pas, 
bien  entendu  au  sens  de  cet  intérêt  direct  auquel  la  Science  doit  se  garder  de 
s'asservir,  mais  même  au  seul  qui  doive  nous  intéresser,  celui  de  l'ascension  et  de 
l'ennoblissement  de  la  pensée   humaine. 

Il  y  avait  donc,  à  notre  avis,  une  crise  de  la  Géométrie  infinitésimale,  et  c'est 
cette  crise  que  l'intervention  de  la  Relativité  vient  dénouer.  Elle  a  dès  l'abord 
jeté  un  jour  inattendu  sur  l'œuvre  géométrique  antérieure  en  montrant  V importance 
fondamentale  de  ce  Calcul  différentiel  absolu  de  Ricci  et  Levi  Cività,  resté 
presque  sans  écho  lors  de  son  apparition.  Quelque  opinion  que  l'on  soutienne  sur 
le  bien  fondé  des  nouvelles  hypothèses,  elles  assignent  à  la  Géométrie  un  rôle 
nouveau  et  ouvrent  pour  elle  une  période  nouvelle,  non  point  de  cette  nouveauté 
au  souffle  court  que  peut  trop  souvent  seul  atteindre  le  mathématicien  livré  à  ses 
propres  forces,  mais  de  cette  nouveauté  indéfiniment  féconde  qui  ressort  de  la 
nature   des  choses. 

Rendons  grâce  encore  une  fois  à  M.  Juvet  d'avoir  retracé  pour  nous  l'aspect 
mathématique  de  ces  nouvelles  idées  et  ne  doutons  pas  que  son  ouvrage  n'en 
facilite  et  n'en  accélère  non  seulement  la  diffusion,  mais  le  développement. 

Jacques  HADAMARD. 
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Le  calcul  difjérentiel  absolu  et  le  calcul  tensoriel  sont  deux  algo- 
rithmes —  très  voisins  d'ailleurs  —  qui  forment  l'essentiel  de  la 
structure  mathématique  des  théories  einsteiniennes.  Ce  petit  livre 
est  un  exposé  des  méthodes  qui  se  rattachent  à  ces  algorithmes  et 
qui  sont  dues  à  Gauss,  Ricci,  Riemann,  Levi-Civita  et  Darboiix  ; 
elles  peimettent  l'analyse  approfondie  des  variétés  géométriques 
quelconques.  On  sait  (jue  lu  cdractérifiUque  de  ces  méthodes  pro- 
vient de  ce  qu'elles  permellerd  de  faire  l'étude  d'un  être  géomé- 
irique  à  un  point  de  vue  purement  intrinsèque.  Les  Grecs  ne  fai- 
saient pas  de  géométrie  autrement  ;  lorsqu'ils  cherchaient  les  pro- 
priétés d'une  figure,  c'était  toujours  en  scrutant  la  figure  elle- 
même,  considérée  en  soi  et  prise  indépendamment  de  tout 
système  de  référence.  La  géométrie  cartésienne,  on  le  sait,  a  de 
tous  autres  soucis;  l'objet  à  étudier  est  rattaché  à  un  système  de 
coordonnées  souvent  fort  étranger  aux  choses  qu'il  sert  à  décrire. 
Pourtant  ceux  qui  contribuaient  par  leurs  recherches  au.  dévelop- 
pement de  la  géométrie  analytique  n'ont  pas  été  sans  voir  l'im- 
portance de  certaines  expressions  constt'uites  avec  les  coordonnées 
choisies,  mais  dont  la  valeur  en  est  indépendante.  L'étude  appro- 
fondie de  ces  «  invariants  »  est  la  base  de  la  théorie  gaussienne 
des  surfaces  et  de  la  théorie  riemannienne  des  multiplicités  quel- 
conques. C'est  elle  qui  a  permis  de  revenir  au  point  de  vue  des 
Grecs,  mais  ce  retour  n'est  pas  un  abandon  des  méthodes  carté- 
siennes. Les^  systèmes  de  coordonnées  ne  sont  pas  rejetés,  mais  au 
lieu  d'être  étrangers  aux  êtres  étudiés,  ils  en  forment  la  charpente 
même.  La  transformation  des  méthodes  géométriques  n'est  pas  un 
bouleversement,  pas  plus  que  la  dynamique  einsteinienne  n'est  le 
résultat  d'une  révolution  qui  aurait  détruit  la  mécanique  de 
Neivtcn . 

Calcul  tensoriel.  1 


*l  AVANT-PROPOS 

Quelques  vieilles  idées  qu'on  croyait  mortes,  ont  repris  une  vie 
nouvelle,  et  la  science  bénéficiant  de  tous  les  acquêts  antérieurs 
perfectionne  ses  méthodes;  seul  celui  qui  ignorait  l'état  antérieur 
des  doctrines  scientifiques  croit  que  l'état  actuel  résulte  d'un  bou- 
leversement. ' 

Les  premiers  linéaments  du  calcul  tensoriel  ont  leurs  racines 
ilans  le  calcul  vectoriel.  Nous  avons  rappelé  les  principes  de  celui-ci 
dans  la  mesure  où  ils  reparaissent  dans  celui-là.  Nous  avons  suivi 
peur  ce  but,  la  méthode  axiomaticjue  d'exposition,  telle  qu'elle  est 
développée  par  M.  Weyl  dans  son  livre  ((  Temps,  Espace,  Matière  » 
mais  nous  avons  atténué  le  caractère  abstrait  d'un  tel  exposé  ed 
faisant  appel  à  l'intuition  géométrique,  pour  le  cas  de  deux  ou  trois 
dimensions. 

Pour  les  développements  des  théories  suivantes,  nous  nous 
sommes  inspirés  toujours  des  mémoires  originaux  et  si  nous  avons 
défini  le  déplacement  parallèle  en  ayant  recours  à  un  espace  linéaire 
euclidien  dans  lequel  la  variété  donnée  est  immergée,  plutôt  qu'en 
partant  des  axiomes  de  M.  Weyl  et  en  conservant  toujours  le  point 
de  vue  intrinsèque,  c'est  tout  d'abord  pour  faire  connaître  un  très 
beffu  mémoire  de  M.  Lein-Civita,  et  ensuite  pour  rendre  les  moyens 
et  les  caractères  de  cette  théorie  plus  clairs  et  plus  intuitifs. 

Notre  but  aura  été  atteint  si  le  lecteur,  après  avoir  étudié  cette 
initiation  aux  méthodes  mathématiques  de  la  relativité,  est  capable 
•de  lire  ensuite  avec  profit  les  mémoires  et  les  traités  dont  l'objet 
est  la  physique  einsteinienne. 

Mon  ami,  M.  W.  Grossma.nn  a  bien  voulu  se  charger  de  faire  les 
figures,  qu'il  en  soit  ici  affectueusement  remercié.  J'adresse  aussi 
mes  remerciements  à  mon  collègue,  M.  A.  Reymond  qui  a  bien 
VGulii  relire  les  épreuves  et  me  faire  part  de  ses  observations. 

IS'euGhâtel,  mai  1922 . 

G.  JtrVTT. 


CHAPITRE    PREMIER 


VECTEURS.  —  TRANSFORMATIONS  LINEAIRES 


Considérons  dans  un  plan  ou  dans  l'espace  deux  points  /i  et  B; 
nous  dirons  que  le  segment  de  droite  AB  supposé  parcouru  de  A 

vers  B  détermine  le  vecteur  AB  ;  A  est  l'origine  et  B  l'extrémité  de 
ce  vecteur.  La  droite  indéfinie  AB  est  dite  le  support  du  vecteur.  Le 

segment  BA,  parcouru  de  B  vers  A  détermine  le  vecteur  BA  ;  ce 
dernier  vecteur  est  dit  opposé  au  premier. 

Déplaçons  le  segment  AB  parallèlement  à  lui-même  jusqu'à  ce 
que  A  coïncide  avec  un  point  C,  B  coïncidant  avec  un  point  D  ; 

le  vecteur  CD  est  dit  égal  au  vecteur  AB  (on  dit  parfois  équipollent 
lorsqu'on  veut  insister  sur  le  fait  que  les  deux  vecteurs  ne  sont  pas 
identiques). 

Considérons  trois  points  A,   B,    C;  ils  déterminent   6   vecteurs, 

deux  à  deux  opposés  ;  portons  notre  attention  sur  AB,  BC,  AC.  Le 

->-  ->- 

vecteur  AC  est  dit  la  somme  ou  la  résultante  des  deux  vecteurs  AB 

->~  ->-'->- 

et  BC.  Plus  généralement,  soient  deux  vecteurs  ^B  et  DE,  déplaçons 

le  second  vecteur  DE  parallèlement  à  lui-même  de  manière  que  D 
vienne  coïncider  avec  B,  alors  E  arrivera  en  un  certain  point  C,  le 

vecteur  AC  est  la  somma  des  vecteurs  AB  et  BC,  mais  puisque  BC 

est  égal  à  DE,  on  dira  encore  que  le  vecteur  AC  est  la  somme  de 

AB  et  DE.  L'addition,  ainsi  définie  par  construction,  est  commu- 
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tative,  c'est-à-dire  que 

AB  +  DE  =  DE  H-  AB 
La  figure  1  le  montre  immédiatement. 


Fig.    1 


Pour  faire  la  somme  de  3,  de  4...  de  n  vecteurs,  on  fait  d'abord 
la  somme  de  2  d'entre  eux,  puis  on  ajoute  au  vecteur  résultant 
un  des  vecteurs  restants,    puis  au  nouveau  vecteur  résultant,    on 


ajoute  un  quatrième  vecteur  choisi  parmi  ceux  qui  restent  encore, 
etc.,  jusqu'à  épuisement  du  nombre  des  vecteurs  donnés.  Il  est 
aisé  de  montrer  que  le  vecteur  qui  résulte  de  ces  (m  —  1)  opérations 
est  indépendant  de  l'ordre  dans  lequel  on  choisit  les  vecteurs  pour 
faire   les   sommes   partielles.    Démontrons   cette    proposition   pour 


VECTEURS.    TRANSFORMATIONS    LINEAIRES  O 

:i  vecteurs.  La  figure  2  donne  immédiatement  cette  démonstration, 
moyennant  que  l'on  invoque  les  propriétés  les  plus  simples  du 
parallélisme. 

La  commutativité  de  l'addition  jointe  à  la  propriété  que  l'on 
vient  d'établir  prouve  encore  que  l'addition  est  associative;  c'est- 
à-dire  que  si  a,  b,  c  sont  trois  vecteurs,  on  a  : 

(aH-b)  +  c=:a-|-(b  +  c). 

La  proposition  annoncée  étant  démontrée  pour  trois  vecteurs, 
oii  l'étend  aisément  par  induction  complète,  et  en  utilisant  Jes 
deux  propriétés  fondamentales  de  l'addition,  au  cas  de  n  vecteurs. 

Le  vecteur  b,  différence  des  deux  vecteurs  c  et  a,  est  un  vecteur 
tel  que,  ajouté  à  a,  il  donne  une  somme  égale  à  c.  Symboliquement, 
on  écrit   : 

b  =  c  —  a. 

La  soustraction  est  toujours  possible. 

Enfin,  pour  achever  l'énumération  des  propriétés  de  l'addition, 
disons  qu'il  existe  un  vecteur  zéro  :  c'est  le  vecteur  qui,  ajouté  à 
un  vecteur  quelconque  a,  donne  un  vecteur  égal  à  a  lui-même  : 

a  +  o  =  a 

Le  vecteur  zéro  est  un  vecteur  dont  l'extrémité  se  confond  avec 
l'origine. 

Si  b  est  le  vecteur  opposé  à  a,  on  a  : 

a  +  b  =  o.  d'où  a  =  —  b.  *) 
La  définition  de  la  multiplication  d'un  vecteur  par  un  nombre 
se  déduit  immédiatement  des  règles  précédentes  :  soit  a  un  vec- 
teur AB,  les  vecteurs  2  a,  3  a,  ...n  a,  (n  entier)  s'obtiennent  en 
ajoutant  a  à  lui-même  un  nombre  convenable  de  fois,  ce  que  l'on 
fait  en  portant  bout  à  bout  ce  vecteur  sur  la  droite  qui  le  porte. 

Le  vecteur  —  (q  entier)  est  le  vecteur  qui  multiplié  par  q  redonne 

a  ;  c'est  donc  le  vecteur  AC  tel  que  q.AC  =  AB.  Le  sens  du  symbole 

-  a  est  donc  parfaitement  clair,  p  et  q  étant  entiers.  Par  suite, 

si   X   est  un  nombre  rationnel,   la  multiplication  qu'on  vient  de 
définir  jouit  des  propriétés  que  manifestent  les  égalités  suivantes  : 

*)  Nous  appellerons  pour  abréger  rcrisembic  de  ces  lois  :  les  lois  (A). 
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(X  -|-  a)  a  =  (Xà)  +  (pi-a)        [disiributivité  de  1"  csjièce,  par  rapport  à  l'addition.] 
X  (fxa)  =  (X(jl)  a  [associativité.] 

l.a  =a 

X  (a  +  1>)  =  ,(Xa)  +  (^b)        [distrlbutlvité  de  2«  espèce,  par  rapport  à  i'adJition.l 

Nous  admettrons  que  ces  lois*)  sont  valables  pour  des  nombres  X. 
réels  quelconques.  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  raisonnements 
les  plus  élémentaires  de  la  théorie  des  ensembles  linéaires,  singu- 
lièrement avec  les  raisonnements  fondés  sur  la  notion  de  coupure, 
établira  en  toute  généralité,  pour  tous  les  nombres. réels,  les  règles 
précédentes  que  nous  n'avons  démontrées  que  pour  des  nombres  X 
rationnels. 

Jusqu'à  maintenant,  nous  n'avons  fait  intervenir  aucune  consi- 
dération métrique,  c'est-à-dire  que  nous  n'avons  pas  comparé  deux 
vecteurs  a  et  b  sous  le  rapport  de  leur  longueur  (au  moins  tant  que 
ces  vecteurs  ne  sont  pas  portés  par  des  droites  parallèles  ou  coïn- 
cidentes). Le  calcul  vectoriel  tel  qu'on  le  développe  ordinairement, 
introduit  à  ce  point  précis  les  notions  de  produit  scalaire  et  de  pro- 
duit vectoriel  de  deux  vecteurs,  soit  par  des  cansidéraiions  élé- 
mentaires de  géométrie,  soit  par  des  considérations  axiomatiques. 
Or  pour  le  but  que  nous  poursuivons,  qui  est  de  préparer  l'établis- 
sement de  la  théorie  du  calcul  tensoriel  de  telle  manière  qu'on 
puisse  l'appliquer  immédiatement,  tant  à  l'étude  des  multiplicités 
à  plusieurs  dimensions,  qu'à  la  physique  einsteinienne,  il  est  pré- 
férable de  renvoyer  à  plus  tard  l'explicitation  de  ces  notions.  En 
effet,  ce  qui  caractérise  le  calcul  vectoriel  au  sens  où  l'on  entend 
ce  terme  dans  la  mécanique  rationnelle  classique  ou  dans  Ja  théorie 
de  Maxwell  par  exemple  **,  c'est  que  cet  algorithme  attire  l'atten- 
tion sur  le  vecteur  considéré  comme  un  être  matliématique  donné 
en  soi.  Or,  ce  qui  nous  sera  utile  plus  tard,  c'est  ;de  connaître  pré- 
cisément les  relations  des  vecteurs  avec  certains  d'entre  eux  choisis 
comme  vecteurs  fondamentaux  ou  de  base,  ceux-ci  déterminant  un 
système  de  coordonnées.  Oh  peut  donc  dire  que  l'on  renonce 
•maintenant  à  ce  qui  faisait  l'originalité  du  calcul  vectoriel  pour 
reprendre  les  méthodes  cartésiennes  ;  cela  ne  veut  pas  dire  d'ail- 
leurs que  les  tentatives,  très  heureuses  souvent,  faites  dans  beau- 
coup de  domaines  avec  l'aide  de  ce  calcul,  aient  été  inutiles;  mais 

*)  Nous  appellerons  ces  lois,   les  lois  (M). 

**)   Voir  p.    ex.    Coffin    :   Calcul   vectoriel,    trad.    par  Véronnet,    Paris    1914. 
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dans  certains  cas,  le  désir  de  concrétiser  les  expressions  analytiques 
pour  leur  trouver  un  sens  physique  a  masqué  la  vraie  nature  des 
choses  *. 

Considérons  n  vecteurs  a^,  a,,  ...,  a„  ;  on  dit  qu'ils  sont  linéai- 
rement indépendants  s'il  est  impossible  de  trouver  n  nombres  Xj, 
Xj,   ...,  X„,  non  tous  nuls  tels  que  la  combinaison  linéaire   : 

X^ai  H- X^Ha -f-  ...H-X„a„ 
soit  nulle. 

Si  l'on  peut  trouver  n  nombres  Xj  non  tous  nuls,  tels  que  l'expres- 
sion précédente  soit  nulle,  alors  un  des  vecteurs  a;  est  une  combi- 
naison linéaire  des  (n  —  1)  autres. 

Soient  dans  un  plan,  deux  vecteurs  u^  et  Uo,  auxquels  nous  sup- 
poserons une  origine  commune  ;  nous  admettrons  encore  qu'ils 
sont  linéairement  indépendants,  c'est-à-dire  qu'ils  ne  sont  pas 
portés  par  la  même  droite  indéfinie  ;  en  d'autres  termes  encore, 


Ua  n'est  pas  égal  à  un  multiple  de  u^.  Je  dis  que  tout  vecteur  a  du 
plan  (Ui,  U2)  est  une  combinaison  linéaire  des  vecteurs  u^  =  0/1, 
et  Uo  =  OB.  En  effet  (fîg.  3),  déplaçons  a  de  manière  que  son  ori- 
gine coïncide , avec  l'origine  commune  0  de  u^  et  Uj  :  a=  OC. 


*)  Voir  Weyl  :  T.  E.  M.,  page  38.  Nous  abrégerons  de  cette  manière  l'ouvrage 
w   Temps,   Espace,  Matière  ». 
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Menons  CA^  parallèle  à  BO  ;  on  a   : 

OC  =  OA,  +  A,C 
mais  : 

->- 

OA,  =  X,Ui 

où  Xj  est  un  nombre  réel,  et  : 

A,C  =  OB,  =  X.Ua 
par  suite  : 

a  =  X^Uj  H-  XjUj. 

On  peut  donc  choisir  dans  un  plan,  deux  vecteurs  quelconques, 
mais  linéairement  indépendants  :  tout  autre  vecteur  du  plan  est 
une  combinaison  linéaire  de  ces  deux  vecteurs. 

En  d'autres  termes,  il  est  impossible  de  choisir  dans  un  plan  trois 
vecteurs  linéairement  indépendants  ;  étant  donnés  dans  ce  plan 
trois  vecteurs  quelconques,  a,  b,  C,  on  peut  toujours  trouver  trois 
nombres  non  nuls  tous  trois,  a,  p,  v,  tels  que  : 

aa  +  pbH-YC  =  0. 

Nous  dirons  que  les  deux  vecteurs  Uj  et  u,  forment  un  système 
de  coordonnées,  par  rapport  auquel  le  secteur  quelconque -a  du 
plan  (Ui,  Uj)  est  caractérisé  par  deux  nombres  X^  et  Xj,  tels  que  : 

a  =  XiUi  +  X2U2. 

Ce  couple  est  unique,  car  si  l'on  avait  encore  : 

a  =  X'jUi  -f-  a'm-j, 
on  en  déduirait  : 

(Xj  —  X'j)  u,  +  (X.  —  X'J  U2  =  0, 

mais  puisque  u^  et  U2  sont  linéairement  indépendants  : 

X,  =  X\  X,  =  X'2. 

Les  deux  nombres  Xj^  et  a„  sont  les  comjK-.sanfes  du  vecteur  a. 

Si,  au  lieu  des  vecteurs  Uj  et  Ug,  nous  utilisons  deux  autres  vec- 
teurs u\  et  u'2,  pour  former  un  nouveau  système  de  coordonnées 
dans  le  plan,  par  rapport  auquel  le  vecteur  a  a  les  composantes  X', 
et  X'2,  nous  pouvons  nous  demander  quelles  relations  existent  entre 
ces  nouvelles  composantes  et  les  anciennes  X.^  et  Xj.  Pour  les  trouver, 
il  est  nécessaire  de  connaître  les  composantes  des  nouveaux  vec- 
teurs de  base  u'^  et  u'2  dans  l'ancieh  système  de  coordonnées  et 
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vice-versa.  Soient  alors  t.^^,  a,,   les  composantes  de  u\  et  a.^^,  0.^2, 
celles  de  u'j  : 

(1) 
U'2  =  3^21  Ui  +  a^a  Uj. 

Soient  de  plus  p^,   ^12  les  composantes  de  u^  dans  le  système 
[u\,  u'n),  et  ^21.  ^22  celles  de  u^  dans  ce  même  système,  on  a  : 
"i  =  PiiU'i  +  SijU'a 

(2) 

U2   =   P21U\H-P22U'2- 

Les  formules  (1)  définissent  une  transformation  linéaire  qui  fait 
correspondre  aux  deux  vecteurs  U,,  Ug  les  deux  vecteurs  u\,  u'j. 

Les  formules  (2)  définissent  une  transformation,  linéaire  aussi, 
qui  n'est  pas  indépendante  de  la  première  ;  en  effet,  si  l'on  résout 
les  équations  (1)  par  rapport  à  u^  et  u,,  on  doit  obtenir  les  équa- 
tions (2).  Les  équations  (1)  sont  bien  résolubles,  car  le  détermi- 
nant : 


est  différent  de  zéro  ;  si  cela  n'était  pas,  en  effet,  il  existerait  une 
même  relation  linéaire  entre  les  éléments  d'une  colonne: 

fXi  a^-l-ix^a,!  =0, 

!^l   ^12  +  !-^2  =^22    =  0, 

ce  qui  entraînerait  l'égalité  : 

!^-i  U\  +  [I2  u',  =0, 
qui  est  impossible  puisque  nous  avons  supposé  que  u'j  et  u'2  sont 
linéairement  indépendants,  comme  vecteurs  fondamentaux  d'un 
système  de  coordonnées.  Si  l'on  porte  dans  les  équations  (1)  les 
valeurs  des  Ui  données  par  (2),  on  doit  obtenir  des  identités;  il 
faut  donc  que  les  ouk  et  les  ^  ,.,   satisfassent  aux  équations  : 

°^1X   Pli  +  =^12    ?2,    =   1    ;  0^21   Pn  -f-  ^22   P21  =  0 

«11  Pu  +  a,2  P22  =  0  ;  aji  ^12  +  =^22  ^2  =  1 

qu'on  peut  écrire  plus  abréviativement  : 

2)a.>?w<=Sa,  a,   k  =  l,   2)  (3) 
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en  désignant  par  le  symbole  Sit,  le  nombre  zéro,  si  i  7^  k,  et  le 
nombre  1,  si  i  =  k.  De  même,  en  portant  dans  (2)  les  valeurs  des 
u' j   données  par  (1),  l'on  trouve  : 

1=2 

^a,,-,,,  =5ifc  (i,  fe=l,  2)  (4> 

Les  relations  (.3)  définissent  les  <^i]c  en  fonction  des  a  j,^  ;  la  théorie 
élémentaire  des  déterminants  nous  eût  permis  d'écrire  immédiate- 
ment les  équations  (3)  et  (4)  ;  ces  dernières,  d'ailleurs,  ne  sont 
qu'une  conséquence  des  relations  (3),  comme  on  le  démontre  aisé- 
ment. 

On  dit  que  les  formules  (2)  définissent  la  transformation  inverse 
de  la  transformation  donnée  par  les  équations  (1). 

Reprenons  alors  le  vecteur  : 

a  =  ÀjUj  +  X2U2, 
qui  s'écrit  dans  le  deuxième  système  de  coordonnées  : 
a  =  X\u'iH-X'3u'2. 
On  a  donc  l'équation   : 

XiUi  H-  I2U2  —  X'jU'i  +  X'aU'a 

qui  doit  se  transformer  en  une  identité  par  rapport  à  Ui  et  à  U,  si 
l'on  remplace  les  u'i  par  leurs  valeurs  (1).;  le  calcul  donne  : 

(6) 

En  remplaçant  les  Ui  par  leurs  valeurs  (2),  on  obtient  : 

(5) 

D'une  façon  plus  précise  et  plus  synthétique,  on  dit  que  les  deux 
séries  de  variables  Xi  et  Ui  sont  contragrédientes,  si  après  trans- 
formation,  l'expression 

X,Uj  -\-  À3U2 
prend  la  forme 

X'jU'i  +  X'oU',. 

On  voit  donc  que  si  les  variables  Ui  se  transforment  par  les  équa- 
tions (1),  les  variables  contragrédientes  Xi  se  transforment  par  les^ 
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équations  (5)  ;  les  coefficients  des  seconds  Tnembres  y  étant  les 
mêmes  que  ceux  de  la  transformation  (2)  inverse  de  (1),  à  cela  près 
que  les  lignes  sont  changées  en  colonnes  et  vice-versa. 

Les  composantes  X,  et  À,  du  vecteur  a  sont  dites  plus  précisé- 
ment ses  composantes  contravariantes,  ûh  dit  aussi  que  dans  une 
transformation  de  coordonnées,  elles  se  comportent  d'une  manière 
contravariante  à  la  manière  dont  se  comportent  les  vecteurs  de  base. 
Nous  verrons  plus  loin  une  autre  interprétation  des  équations  (5). 

Généralisons  rapidement  ces  considérations  au  cas  de  l'espace. 

Soient  dans  l'espace  trois  vecteurs  Uj,  u,,  Ug  tels  qu'aucun  d'eux 
ne  soit  une  combinaison  linéaire  des  deux  autres,  c'est-à-dire  tels 
qu'il  ne  puisse  y  avoir  aucune  relation  de  la  forme 

ajUj  +  a^Ua  +  ol^U^  =  O 

avec  des  ai  non  tous  nuls.  En  d'autres  termes  encore,  ces  trois 
vecteurs  ramenés  à  une  même  origine  0,  par  translation,  ne  sont 
pas  coplanaires.  Soit  alors  OABC  le  trièdre  qu'ils  forment  (fig.  4)  ; 

je  dis  que  tout   vecteur  a   (qu'on   peut  ramener   en   OD)   est  une 


Vif    A 


Fig.    4 


combinaison  linéaire  de  Ui,  Uj,  U3.  En  effet,  menons  par  l'extré- 
mité D  du  vecteur  a,  le  plan  parallèle  au  plan  BOC,  et  soit  A^  la 
trace  de  la  droite  indéfinie  OA  sur  ce  plan.  Menons  enfin  dans  ce 
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plan  la  droite  lijj  parallèle  à  OC,   et  considérons  la  ligne  brisée 
OA,B,D,  on  a  : 

->-       ->-         — >-        — >- 
OD  =  OA,+A,B,  +B,D 
mais  : 

OA,    =  l,OA  =  l,u, 

A,B,  =  KGB  =  A^u^ 

B,D    =l,OC  =  l,u, 

les  li  étant  des  nombres  réels.  Par  suite  : 

a  =  XjUi  +  X2U2  +  /3U3. 

Les  nombres  Xj,  Xj,  X3  sont  les  composantes  du  vecteur  a  dans 
le  système  (u,,,  U.,  U3)  ;  ces  nombres  sont  uniques  et  bien  déter- 
minés, car  si,  par  exemple,  l'on  avait  encore  : 

a  =  X\Ui  +  X'2U2+ x'sUg 
on  en  déduirait  : 

(Xj  —  X'JUi  +  (X2  —  l\)u^  4-(X3  —  X'3)U3  =  o 
et  par.  suite 

Xi=X'i  (1  =  1,  2,  3) 

Prenons  maintenant  un  autre  système  de  coordonnées  ;  soient 
u'i,  u'2,  u'3,  trois  vecteurs  non  coplanaires,  et  désignons  par  ai^, 
cLi2,   ai3  les  composantes  de  u'i  dans  l'ancien  système   : 

U'i  =  aiiUj  H-  ai2U2  -+-  ociaUg,  (t  =  1,    2,    3)  (7) 

et  par  p^i,  ^^2.  hs  celles  de  u*:  dans  le  nouveau 

Uk  =  hiU\  +  h2^'2  +  h3U',.  a-=l,   2,  3)         (8) 

Puisque  les  équations  (8)  doivent  être  une  conséquence  des 
équations  (7),  les  P  et  les  a  doivent  être  liés  par  certaines  équations 
que  l'on  obtient  bien  aisément  en  portant  les  premiers  membres 
de  (7)  dans  les  équations  (8)  et  réciproquement.  L'on  trouve  : 

y^   a.V    ^rk    =    hk  (9) 

2  ^.v  -rk  =  2.,  m 
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Les  équations  (10)  sont  d'ailleurs  une  conséquence  des  équa- 
tions (9).  La  transformation  définie  par  (8)  est  dite  la  transfor- 
mation inverse  de  la  transformation  (7). 

Désignons  par  l'i  les  composantes  de  a  dans  le  nouveau  sys- 
tème ;  puisque  : 

XiUi  +  X2U2  +  X3U3  =  X'iU'i  H- X'jU'a  H- X'aU's 

et  que  cette  égalité  doit  être  une  identité  en  les  u'i  quand  on  y 
remplace  les  u^  par  leurs  valeurs  (8),  ou  une  identité  en  les  u^- 
quand  on  y  remplace  les  u'i  par  leurs  valeurs  (7),  il  s'ensuit  que  : 

X'fc  =  p,ai  +  p2it>^2  +  P3/cÀ3  {k  =  l,    2,    3)  (11) 

^j=  ^ij'^'i-h^ij^'z  +  ^-zj^'s       (7  =  1,2,3);  (12) 

on  dit  de  nouveau  que  les  variables  h  et  les  variables  Ui  sont  con- 
tiagrédientes,  ou  mieux  qu'elles  forment  deux  séries  contragré- 
dientes  de  variables.  On  retrouve  de  nouveau  l'analogie  entre  la 
transformation   (11)    et  la  transformation   (8)    inverse   de  (7). 

Nous  allons  généraliser  ces  notions  et  bien  que  la  représentation 
géométrique  nous  fasse  dorénavant  défaut  pour  soutenir  l'intui- 
tion,  nous  continuerons  d'employer  le  langage  géométrique. 

Donnons-nous  un  ensemble  infini  d'objets  que  nous  nomme- 
rons vecteurs  ;  définissons  Vaddition  de  deux  ou  plusieurs  de  ces 
vecteurs,  comme  une  opération  satisfaisant  aux  lois  (A)  et  la 
multiplication  d'un  vecteur  par  un  nombre  réel  quelconque, 
comme  une  opération  qui  obéit  aux  lois  (M),  et  convenons  que 
ces  opérations  appliquées  sur  des  vecteurs  de  l'ensemble  donné 
redonnent  des  vecteurs  de  cet  ensemble.  Nous  dirons  encore  que 
k  vecteurs  Ej,  aj,  ...  a*  sont  linéairement  indépendants  s'il  est  im- 
possible de  trouver  k  nombres,  non  tous  nuls,  tels  que  : 

X^ai  '+  l.,a.,  +  ...  +  Ik^k  =  o. 

Nous  parachevons  la  définition  de  notre  ensemble  de  vecteurs 
en  supposant  qu'il  est  possible  d'y  trouver  n  vecteurs  linéairement 
indépendants,  mais  que  (n-hl)  d'entre  eux,  pris  arbitrairement 
soutiennent  toujours  une  ou  plusieurs  relations  linéaires  ou  homo- 
gènes. L'ensemble  ainsi  constitué  est  dit  une  multiplicité  vecto- 
rielle linéaire  à  n  dimensions. 

Ces  définitions  ne  sont  pas  contradictoires,  un  examen  rapide  le 
montre  aisément  et  les  considérations  qui  suivent  nous  en  persua- 
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dent  d'ailleurs.  Puisqu'il  est  possible  de  trouver  n  vecteurs  linéai- 
rement indépendants,  soit  (Uj,  u„,  ...  u„)  un  tel  groupe.  Si  a  est 
un  vecteur  quelconque  de  la  multiplicité,  d'après  nos  définitions, 
il  faut  qu'il  s'exprime  linéairement  en  fonction  des  u»  : 

a  =  X^Ui  4- X2U2  +  ...  +  À«u„ 

et  cela  d'une  manière  univoque,  car  si  l'on  avait  encore  : 

a  =  À\Ui  +  X'aU,  +  ...  H-  X'„Un 

on.  en  déduirait  : 

Les  Xi  sont  encore  dits  les  composantes  du  vecteur  a  dans  le  sys- 
tème de  coordonnées  dont  les  Ui  sont  les  vecteurs  de  base. 
Soit  b  un  autre  vecteur  : 

b  =  [XjUi  4- [XjUo  +  ...  +  ;j.„u„, 
le  vecteur  : 

C  =  (Xi-f-[ii)Ui-t-  ...+    (Àn-h[J-«)U,j 

est  égal  d'après  les  propriétés  de  l'addition,  au  vecteur  a-f-b. 
Donc  dans  un  système  de  coordonnées  quelconque,  les  composantes 
du  vecteur  somme  de  plusieurs  autres  vecteurs  sont  égales  respec- 
tivement aux  sommes  des  composantes  de  même  indice  des  vec- 
teurs donnés. 

On  voit  aussi  que  le  vecteur 

d  =  (oXJUi  H-  (pX2)Ua  +  ...  -+T  i?K)Uu 

où  p  est  un  nombre  réel,  est  égal  d'après  les  règles  de  la  nmlli- 
plication  au  vecteur  pa.  Le  vecteur  o  est  le  vecteur  dont  toutes  les 
composantes  sont  milles;  comme  on  s'en  rendra  compte,  cette  défi- 
nition est  indépendante  du  système  de  coordonnées.  Si  l'on  change 
de  système  de  coordoitnéfis,  c'est-à-dire  si  l'on  prend  d'autres  vec- 
teurs de  base  u'^,  u'2,  ....,  u'„,  le  vecteur  a  aura  dans  ce  système  de 
nouvelles  composantes  l\,  ...  X'»;  cherchons-les:.  Les  vectÊurs  u.'i 
s'expriment  dans  Fancien  système  par 

U'i  =  ctijUi  H-  cxi^U,  +  ...-+-  ai„U„  (13) 

les  dijc  étant  leurs  composantes.  Puisque  les  u'»  doivent  être  linéai- 
rement indépendants,  le  déterminant  \(x.a\  y^ o  ;  si  les  ^ik  sont  les 
coefficients  de  la  transformation  inverse  de  la  transformation  (13), 
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OU  si  l'on  veut  les  composantes  des  Ui  dans  le  système  de  coordon- 
nées (u'fc),  les  formules  qui  expriment  les  À',-  en  fonction  des  Àt 
sont  les  suivantes  : 

X'i  =  p^iX,  H- M^  H- •••  +  Mn 
on  les  obtient  en  écrivant  que  : 

^l«l  +  ^2ÏÏ2  +  ^nUr.  =   >^'iU'i  4-  X'oU',...  +  X'„u'n 

est  une  identité  en  les  u'i  quand  on  y  remplace  les  Uk  par  leur  va- 
leur : 

Uk  =  PfciU'i  +  pfc,U'2  +  ....  +  ^knU'n  (U) 

Puisque  les  formules  (14)  résolvent  les  équations  (13)  et  vice- 
versa,  on  en  déduit  que  : 

2:«-  ?.-jt=Si.  (15) 

(j,  k  =  ï,  2,  ...  n) 

"      2    ^'■'"    °^''*   ^^'*  ^'^^ 

Modifions  légèrement  nos  notations,  la  raison  en  sera  claire  plus 
tard.  Désignons  par  x'i  les  grandeurs  a,i  et  par  pf  les  ^a  ;  puis  au 
Heu  de  lettres  accentuées  pour  désigner  des  grandeurs  relatives  au 
deuxième  système  de  coordonnées,  utilisons  des  lettres  surlignées. 

Les  équations  (13)  et  (14)  s'écrivent  : 

ûi   =    IJafu*  (13') 

A-  =  l 

k=n. 

Soient  maintenant  deux  séries  de.  n  variables  (|^,  ^3,  ...  ^„)  et 
(il\  11*.  •••  ■>!")  ;. supposons  que  les  li  se  transforment  en  de  nouvelles 
variables  I*  suivant  les  mêmes  formules  qui  permettent  la  trans- 
formation des  Ui,  en  les  ûfc.  On  dira  que  les  deux  séries  (U)  et  (Ui) 
sont  cogrédientes,  ou  encore  que  les  ($i)  sont  des  variables  qui  se 
transforment  d'une  manière  cxmariante  aux  vecteurs  de  base,  ou 
plus  simplement  que  ce  sont  des  variables  covariardes. 
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Supposons  maintenant  que  les  11*  se  transforment  en  de  nouvelles 
variables  tj*'  suivant  les  formules  : 


=  2t^^/  (iv; 


et  que  l'on  ait,   toutes  transformations  faites,   une  identité  de  la 
forme  : 


On  dit  alors  que  les  deux  séries  de  variables  (li)  et  (t]*)  sont  deux 
séries  contragrédientes;  on  dit  encore  que  les  (11')  sont  des  variables 
qui  se  transforment  d'une  manière  contravariante  aux  vecteurs  de 
base,  ou  encore  que  ce  sont  des  variables  contravariantes. 

Remplaçons  dans  (17)  les  ti*  par  leurs  valeurs,  et  identifions  les 
coefficients  des  r]^,  il  vient  : 

mais  puisque  les  ?  se  transforment  comme  les  u,  on  a  : 

par  suite  : 

Si  l'on  a  égard  au  fait  que  dans  les  formules  (14"),  l'indice  muet  * 
est  l'indice  inférieur  des  [j.  tandis  que  dans  les  formules  (14')  l'in- 
dice muet  est  l'indice  supérieur  des  p,  on  voit  que  les  coefficients 
de  la  transformation  des  variables  ti  (contravariantes  aux  u),  en  les 
variables  ti,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  transformation  (14') 
inverse  de  (13'),  à  cela  près  que  les  lignes  sont  changées  en  colonnes 
et  vice-versa  dans  le  tableau  où  on  les  groupe.  On  verrait  de  même 
que  la  transformation  inverse  de  (14")  est  la  suivante  : 


*)  Nous  appellerons  indice  muet  suivant  vine  locution  expressive  due  à  M. 
Eddington,  l'indice  suivant  lequel  on  effectue  <ies  sommations,  dans  une  expression 
analytique  donnée. 
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V  =  |;ai;/^  (13"J 

Reprenons  le  vecteur 

a  =  X,Ui  H-  X.Ua  H-  ...  H-  A„Un  ; 
dans  le  second  système  de  coordonnées,  il  s'écrit  : 
a  =  Ijû^  H-  X2Û2  4-  ...  H-  ^nû„. 

Donc,  l'expression    ^  hUi    se  transforme  en     ^  >.iUi    quand 

-on  effectue  la  transformation  de  coordonnées  (13');  c'est  donc  dire 
que  les  (Xi)  et  les  (u,)  sont  deux  séries  de  variables  contragrédientes, 
c'est  dire  encore  que  les  Xj  sont  des  variables  contravariantes.  Doré- 
navant, nous  désignerons  les  variables  contravariantes  par  des 
lettres  affectées  d'indices  placés  supérieurement  (comme  des  expo- 
sants, la  confusion  n'est  d'ailleurs  pas  à  craindre)  et  les  variables 
covariantes  par  des  lettres  affectées  d'indices  inférieurs.  Nous  avons 
vu  que  les  composantes  d'un  vecteur,  telles  que  nous  les  avons 
définies  sont  des  variables  contravariantes.  Nous  allons  voir  un 
exemple  de  variables  covariantes. 

Supposons  que  nous  fassions  correspondre  à  tout  vecteur  a  de  la 
multiplicité  n-  dimensionnelle  que  nous  avons  définie  plus  haut,  un 
nombre  réel  L  (a)  ;  ce  nombre  est  donc  une  fonction  du  vecteur  a  ; 
nous  supposons  qu'elle  soit  telle  que  sa  valeur  pour  le  vecteur 
a-l-b  soit  égale  à  la  somme  des  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  vec- 
teurs a  et  b  pris  séparément  : 

L(a4-b)  =  L(a)-hL(b); 

cela  entraîne  pour  X  rationnel  : 

L(Xa)  =  XL(a) 

et  nous  supposons  que  cette  équation  fonctionnelle  est  vraie  quel 
que  soit  le  nombre  réel  X.  La  fonction  L  (a)  est  dite  une  forme  li- 
néaire du  vecteur  a. 

Si  donc  on  utilise  un  système  de  coordonnées  (u^,  ....  u„),  dans 
lequel  le  vecteur  a  s'écrit  : 

a  =  Ti^Ui  -+-  T1-U2  H-  ...  -4-  Tfu„, 
on  voit  tout  de  suite  que  l'on  peut  écrire  L  (a)  sous  la  formo  : 
Calcul  lensoriel.  2 
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L(a)  =  Ti^L(uJ  4-  r]^Uu,)  H-  ...  -h  ti"L(ii„). 

Posons  alors  :  L(Uj)  =  ai,  les  ai  sont  dits  les  coefficients  de  la 
forme  linéaire  ;  ce  sont  des  variables  covariantes,  comme  nous 
Talions  voir.  En  effet,  si  l'on  utilise  un  deuxième  système  de  coor- 
données (Ui,  ...  Un)  dans  lequel  on  ait  : 

la  forme  L(a)  s'y  écrira  : 

L(a)  =  a^Ti^  +  a^îi^  +  . . .  H-  a^Ti'^, 
si  l'on  pose  L  (Ui)  =  a^  ;  on  a  donc  : 


=1 


2"^"^'' 


mais  puisque  les  tj*  sont  des  variables  contravariantes,  on  en  déduit 
que  les  a»  sont  des  variables  covariantes.  Les  coefficients  d'une 
forme  linéaire  d'un  vecteur  sont  des  variables  covariantes,  quand 
on  exprime  cette  forme  au  moyen  des  composantes  contravariantes 
de  ce  vecteur. 

Remarques. 

I.  Les  formules  (13")  qui  donnent  les  composantes  V  d'un  vec- 
teur a  dans  un  nouveau  système  de  coordonnées,  en  fonction  des 
anciennes  composantes  ti*  de  ce  même  vecteur  peuvent  être  inter- 
prétées d'une  autre  manière.  Au  lieu  d'imaginer  qu'on  a  deux 
systèmes  de  coordonnées  et  un  seul  vecteur,  imaginons  que  l'on 
n'ait  qu'un  seul  système  (l'ancien)  et  deux  vecteurs  a  et  a  dont  les 
composantes  sont  respectivement  les  t]*  et  les  ti*  ;  alors  les  formules 
(13")  et  leurs  inverses  définissent  précisément  une  correspondance 
entre  le  vecteur  a  (if )  et  le  vecteur  a(îi*),  ou  si  l'on  veut,  une  trans- 
formation du  vecteur  a  en  le  vecteur  a.  Les  formules  (13"),  ou  la 
signification  de  la  transformation,  montrent  que  cette  correspon- 
dance jouit  des  deux  propriétés  suivantes  :  si  elle  fait  correspondre 
â  à  a,  et  b  à  b  : 

1°)  elle  fait  correspondre  a  +  b  à  a  +  b; 
2°)  elle  fait  correspondre  Xâ  à  la  (X  réel). 
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Une  transformation  qui  jouit  de  ces  deux  propriétés  est  dite  une 
transïormalion  linéaire,  ou  affuie  ;  on  l'appelle  aussi  affinité.  Les 
coefficients  des  formes  linéaires  des  seconds  membres  des  formules 
de  la  transformation  déterminent  une  matrice. 

Puisque  le  produit  de  deux  affinités  est  une  affinité  et  que  l'in- 
verse d'une  affinité  est  encore  une  affinité,  les  transformations  li- 
néaires forment  un  groupe.  Donc,  les  transformations  de  coordon- 
nées forment  un  groupe. 

II.  Nous  allons  introduire  pour  terminer  ce  chapitre,  une  notion 
qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite  :  la  notion  de  multiplicité 
ponctuelle  linéaire  à  n  dimensions. 

Considérons  le  groupe  formé  par  n  nombres  réels  quelconques 
(Xy,  X2,  ...  Xn)  ;  pour  plus  de  simplicité,  nous  dirons  que  ce  groupe 
est  un  point  P;  les  Xi  sont  dits  les  coordonnées  du  point  P. 

Deux  points  sont  différents  quand  les  groupes  de  n  nombres  qui 
les  définissent  ne  sont  pas  identiques.  L'ensemble  des  points  obte- 
nus en  faisant  varier  indépendamment  les  uns  des  autres,  les  nom- 
bres X,  entre  certaines  limites  (qui  peuvent  d'ailleurs  être  — oo 
et  +  oc)  forme  un  continuum  à  n  dimensions.  Pour  notre  objet, 
nous  admettrons  que  les  Xi  peuvent  varier  entre  —  cx)  et  -h  c%d.  Le 
point  0  (o,  o,  ...  o),  dont  toutes  les  coordonnées  sont  nulles  est 
dit  l'origine.  Nous  aurons  à  porter  notre  attention  tout  à  l'heure 
sur  les  points  A^  (u^,  0...0),  An  (o,  u^,  ...  o)  ...  An  (o,  o,  ...  u„). 
les  coordonnées  de  Ai  sont  nulles,  sauf  la  i'^""^  qui  est  égale  à  Uj. 

Deux  points  P  et  Ç  déterminent  dans  leur  ensemble  et  par  l'ordre 
dans  lequel  on  les  énonce,  un  objet  que  nous  appellerons  un  vec- 
teur, et  que  nous  désignerons  soit  par  la  notation  PQ,  soit  par  une 
lettre  minuscule  grasse  a.  Nous  astreindrons  par  la  suite  ces  vec- 
teurs aux  définitions  et  aux  règles  de  calcul  que  nous  avons  établies 

dans  le  présent  chapitre.  Considérons  les  n  vecteurs  0.4^  ^  u^,   ... 

->- 

OAn  =  Un;  nous  les  appellerons  -vecteurs  de  base  du  système  de 

coordonnées  (xi). 

Soient  P(xi)  et  Q(yi)  deux  points  ;  formons  les  différences  : 

yi  —  Xi  =  vi 
et  posons  ^'  =  — ;    les  ^^  sont  dits  les  composantes  du  vecteur  PQ 

Ui 

dans  le  système  de  coordonnées  vectoriel  dont  les  Ui  sont  les  vec- 


Ui 

2, 

- 

Ji 

Ui 

Z, 

■^i 
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teurs  de  hase.  Cette  détermination  sera  justifiée  tout  à  l'heure. 
Soit  encore  le  point  R  fe)  ;  le  vecteur  PR  est  dit  la  somme  des  vec- 
teurs PQ  et  OR  ;  calculons  les  quantités  suivantes  correspondant 
respectivement  à  ces  3  vecteurs  : 

pour  PQ  :  V  =  —  = 

pour  QR   :  V  =  —  = 

->-  i^j 

pour  PR   :  r]^  =  —  = 

l'i  Ui 

on  a  : 

V  =  i;^  +  ?\ 

Ce  qui  veut  dire  que  les  composantes  du  vecteur  somme  sont 
égales  à  la  som,m,e  des  com,posantes  de  même  rang  des  vecteurs 
dont  on  fait  la  somme.  Deux  vecteurs  dont  les  composantes  de 
même  rang  sont  égales  sont  égaux  ;  grâce  à  cette  définition,  il  de- 

vient  donc  possihle  de  définir  la  somme  de  deux  vecteurs  AB,  CD 

quelconques  ;  pour  cela,  on  fait  la  somme  des  deux  vecteurs  AB  et 

BE,  soit  AE  ;  c'est  le  résultat  cherché  ;  E  est  le  point  dont  les  coor- 
données sont  égales  aux  coordonnées  de  même  rang  du  point  A 

augmentées  des  composantes  de  même  rang  du  vecteur  CD.  On  dit 

qu'on  a  amené  le  vecteur  CD  en  BE  ;  on  eût  pu  tout  aussi  hien 

amener  AB  en  DF  ;  F  étant  un  point  qu'on  obtient  bien  aisément 
et  l'on  voit  que 

AE  =  CF. 

Par  définition  le  vecteur  Xa  est  le  vecteur  dont  les  composantes 
sont  égales  aux  composantes  de  a  multipliées  par  X. 

Puisque  les  coordonnées  (xî)  d'un  point  quelconque  P  peuvent 
s'écrire  : 

Xt  =  o-ho-4-  ...  +  l'U4-{-  ...  +  o 

les  l"-  étant  les  composantes  du  vecteur  OP,  on  voit  facilement  que 

le  vecteur  OP  est  la  somme  des  n  vecteurs  ^^0.4^,  l^.OA^,  ...  ^''.0.1„; 
on  peut  donc  écrire  : 
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OP  =  Vu,  +  Vu,  H-  ....  +  ^'^Un. 

Les  vecteurs  que  nous  venons  de  définir  satisfont  bien  à  toutes 
les  définitions  données  plus  haut. 

Nous  avons  donc  introduit  dans  le  continuum  ponctuel  que  nous 
venons  de  définir  une  multiplicité  vectorielle  linéaire  ;  elle  est  à  n 
dimensions  comme  le  montrent  la  formule  précédente  et  le  fait  que 
parmi  les  Mi,  il  n'en  est  aucun  qui  soit  une  combinaison  linéaire 
des  autres. 

On  dit  que  le  continuum  est  décrit  avec  d'autres  coordonnées  si 
l'on  convient  que  le  point  (x,,  x^,  ....  Xn)  est  le  même  que  le  point 
(x,,  ^2,  ....  Xn),  les  Xi  étant  des  fonctions  des  xi  : 

Xi  =  fi  (Xj,   ...  Xn). 

Nous  aurions  alors  une  autre  origine  0  (o,  o,  ...  o)  (le  point  0  est 
le  point  dont  les  anciennes  coordonnées  annulent  les  m' fonctions  fi); 

nous  définirions  n  nouveaux  vecteurs  de  base  OB^,  OB^,  ...  OB» 
les  points  Bi  ayant  les  nouvelles  coordonnées  :  B^  (u^,  0...0), 
B2(o,u^,o...o)  ;  ...Bn(o,o...Un).  Les  règles  que  nous  avons  posées 
pour  le  calcul  des  vecteurs  dans  le  continuum  ne  sont  plus  vala- 
bles ici,  lorsque  les  fonctions  fi  sont  quelconques  ;  en  particulier 
la  règle  n'est  plus  valable  qui  dit  que  les  sommes  2  à  2  des  compo- 
santes de  deux  vecteurs  sont  les  composantes  de  la  somme  du  vec- 
teur. Nos  définitions  ne  restent  valables  que  si  les  fonctions  fi  sont 
linéaires,  c'est-à-dire  si 

Xi  =  2  <Xij.Xk  -f-  ai. 

Les  cLik  étant  des  constantes,  telles  que  f  a^j;  [  ^é  o,  et  les  a»  étant 
aussi  des  constantes. 

El-ant  donné  un  continuum'  ponctuel  n-dimensionnel,  il  est  donc 
possible  d'y  attacher  une  fois  pour  toutes  une  multiplicité  vecto- 
rielle linéaire  à  autant  de  dimensions,  pourvu  que  les  coordonnées 
qui  pennettent  la  discrimination  des  points  du  continuum  ne  soient 
soumises  qu'à  des  transformations  linéaires.  Une  fois  que  ce  ratta- 
chement est  fait  et  pour  autant  qu'il  reste  valable,  le  continuum 
est  dit  constituer  une  multiplicité  ponctuelle  linéaire  n-dimension- 
nelle.  La  géométrie  d'une  multiplicité  linéaire  (ponctuelle  ou  vec- 
torielle) est  dite  géométrie  affine  ou  géométrie  linéaire. 


CHAPITRE    II 

PREMIÈRE   DÉFINITION   DES  TENSEURS. 
ALGÈBRE  TENS0R1ELLE. 


Reprenons  la  multiplicité  Yectorielle  linéaire  à  n  dimensions  que 
nous  avons  définie  dans  le  chapitre  précédent.  Nous  avons  reconnu 
l'existence  de  deux  espèces  de  séries  de  n  variables  :  si,  par  une 
transformation  de  coordonnées,  les  vecteurs  de  base  (u^,  ...Un)  se 
changent  en  les  nouveaux  vecteurs  de  base  (Ui,...u„)  suivant  les 
formules  : 

k=n 

qui  résolues  donnent  : 


=i;^'^ 


les  séries  de  la  l""*  espèce,  celles  qui  sont  covariantes  {l-^,...ln) 
transforment,  suivant  les  mêmes  formules  que  les  u  : 


^?;f. 


(0 


les  séries  de  la  seconde  espèce  (ti\...ti''),  celles  qui  sont  contrava- 
riantes,  se  transforment  suivant  les  formules  : 
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A-1 

k=r 


La  nature  de  ces  séries  de  variables  est  caractérisée  typographi- 
quement  par  la  position  de  l'indice  de  chaque  variable. 

Nous  allons  alors  partir  d'un  nombre  quelconque  de  ces  séries 
€t  en  former  des  fonctions  dont  la  nature  pour  l'instant  pourra 
nous  paraître  essentiellement  formelle  ;  c'est  ])lus  tard  (chap.  lïl) 
que  nous  en  verrons  l'origine  véritable.  Néanmoins  puisque  les 
notions  développées  jusqu'ici  nous  permettent  d'élaborer  déjà  la 
notion  de  tenseur,  il  est  naturel  que  nous  tirions  de  ces  notions-là 
tout  ce  qu'elles  peuvent  donner. 

Choisissons  un  système  de  coordonnées  (Ui,...u„)  et  soient  fe 
séries  de  variables,  q  covariantes  et  p  contravariant€s  :  {l^ , . .  .l"") , 
(^^...if),  (t;i...tn),  (t^..t'^)    (pour   fixer  les.  idées,    prenons    p  =  3, 

g=l;fc  =  4). 

Avec  ces  séries,  construisons  une  forme  qui  soit  linéaire  par  rap- 
port à  chacune  d'elles  ;  elle  est  donc  de  degré  k  eh  l'ensemble  des 
séries.  Le  terme  général  de  cette  fonction  F  est  donc  un  monôme 
qui  contient  une  fois  et  une  seule  une  variable  de  chaque  série, 
soit  :  IWlrn'^"  ;  désignons  par  an'",-  le  coefficient  de  ce  monôme.  La 
fonction  F  s'écrit  donc  : 

i,  l,  m,  r 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  arrangements  avec  répéti- 
tions des  n  indices  1,  2,  ...  n  pris  k  à  A:. 

Posons  encore  que  la  valeur  de  F  est  indépendante  du  système 
de  coordonnées  choisi.  F  est  dit  alors  un'  tenseur  du  fc'^""^  ordre 
(4*  ordre),  p  fois  covariant  (3  fois  covariant)  et  q  fois  oontravariant 
(1  fois  contra  variant)  ;  les  coefficients  aa"V  sont  dits  les  compo- 
santes du  tenseur  F  dans  le  système  de  coordonnées  considéré. 

Changeons  maintenant  de  système  de  coordonnées  ;  et  soienl 
{Ui,...u„)  les  nouveaux  vecteurs  de  base  liés  aux  anciens  par  les 
formules  (1)  et  (2).  Que  devient  alors  la  forme  de  F  ?  F  s'ex- 
primera  dans   le    nouveau   système   au    moyen    dos    variables   sur- 
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lignées  liées  aux  anciennes  par  des  formules  du  type  I  ou  du  type  II 
suivant  leur  nature  ;  puisque  ces  formules  sont  linéaires,  il  s'ensuit 
que  F  est  encore  une  fonction  linéaire  en  chacune  des  k  séries  de 
n  variables  surlignées: 

s,  I,  U,  î; 

en  désignant  par  ast  r   le  coefficient  du  produit  T^,  <>u~  • 

Un  tenseur  conserve  donc  la  même  forme  quel  que  soit  le  sys- 
tème de  coordonnées  auquel  il  est  rapporté.  Ses  composantes  ont 
évidemment  changé  ;  quelles  relations  y  a-t-il  entre  les  nouvelles 
et  les  anciennes  ?  Puisqu'on  a  : 

2    fl.A.lVC„V'=     2     «'^'"-''V?.n-'-  (-1) 

s,  t,  u,  V  i,  l,  m,  r 

et  que  cette  égalité  doit  avoir  lieu  quels  que  soient  les  nombres 
^,  T),  î;,  T,  et  r,  T],  1;,  r  liés  par  des  relations  (I)  ou  (II)  suivant  leur 
nature,  il  s'ensuit  qu'elle  est  une  identité  par  rapport  à  certaines 
d'entre  elles  (les  nouvelles,  par  exemple)  quand  on  a  remplacé 
les  autres  (les  anciennes)  par  leurs  expressions  en  fonctions  de 
celles-là   (des  n(tuvelles).    Faisons  ce   remplacement,    il  vient    : 

2  ".M%-'c.7'=  2  «■-'"'(2'î=')(ii'!^')(S'^"'^")(i:<^") 


■■'^  cc!,ip;,<air,I% 


i,  l,  1 
s,  t. 


Identifions  alors  les  coefficients  de  1  t)  Çmx  dans  les  deux  mem- 
bres :  il  n'y  a  pas  de  dificulté,  mais  le  lecteur  peu  familiarisé  avec 
le  maniement  de  nombreux  indices,  maniement  qui  caractérise  en 
quelque  manière  le  nouveau  calcul,  doit  prêter  une  attention  sou- 
tenue à  ces  premières  opérations.  Le  coefficient  dans  le  second 
membre  s'obtient  de  la  manière  suivante  :  on  porte  son  attention 
sur  les  termes  en  T^q  Ku"^",  c'est  dire  qu'on  suspend  la  somma- 
tion par  rapport  aux  indices  s,  t,  u,  v  ;  on  a  donc  : 

ast'v=   2   »J'^/m<'<='iA-.  (2) 

i,  l,  m,  r 
*)  Car  il  est  clair  qu'on  peut  intervertir  les  signes  S. 
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Si  l'on  avait  exprimé  que  l'égalité  (1)  est  une  identité  en  les  va- 
riables ^,  îi,  t,  T,  on  eut  obtenu  : 


Les  composantes  du  tenseur  F  se  transforment  donc  suivant  des 
formules  linéaires  ;  elles  se  transforment  d'ailleurs,  comme  il  est 
aisé  de  le  voir,  de  la  même  manière  que  les  produits  de  variables 
d'espèces  convenables  :  les  au"r  se  transforment  comme  un  produit 
de  la  forme  Aiaiv'"p,.  (par  conséquent  a,i"r  se  transforme  comme  le 
produit  :  A^jji/v  p,,i- 

•  C'est  cette  remarque  qui  justifie  les  dénominations  suivantes  : 
On  dit  que  le  tenseur  F  est  covariant  suivant  les  indices  i,  l,  r  et 
qu'il  est  contra  variant  suivant  l'indice  m.  C'est  pourquoi  nous  avons 
représenté  les  composantes  du  tenseur  au  moyen  d'une  lettre  affec- 
tée d'indices  placés  d'une  manière  qui,  à  première  vue,  paraît  in- 
compréhensible, mais  dont  on  voit  bien  maintenant  la  raison.  Pour 
l'instant,  rien  ne  nous  oblige  d'ailleurs  à  écrire  aii"'r^  on  aurait  pu 
aussi  bien  écrire  a'-l^.  Mais  plus  tard,  des  distinctions  assez  déli- 
cates nous  contraindront  à  uliliscr  !a  juciiiière  notation  plutôt  que 
la  seconde. 

Par  conséquent,  ce  qui  caractérise  un  tenseur,  c'est  tout  d'abord 
son  ordre  (k)  puis  sa  nature  qu'on  représente  par  la  position  des 
indices  de  ses  composantes  (p  fois  covariant,  et  q  fois  contra  variant). 

On  voit  d'autre  part  que  ce  qui  importe  dans  la  définition  du 
tenseur  F,  ce  ne  sont  pas  tant  les  séries  particulières  ;  ^%  i]^,  ^^,  x»", 
au  moyen  desquelles  il  s'exprime,  que  la  nature  même  de  ces  séries, 
et  par  suite  la  nature  des  composantes  01"^-  Une  fois  que  l'ordre 
et  la  nature  du  tenseur  sont  définis  et  que  ses  composantes  sont 
données,  celles-ci  fonctionnent  dans  leur  ensemble  comme  un  opé- 
rateur, créant  des  formes  multilinéaires,  et  qui  appliqué  à  certaines 
séries  de  variables  dont  l'espèce  est  bien  déterminée,  mais  dont  le 
choix  est  arbitraire,  donne  des  nombres  indépendants  du  système 
dfe  coordonnées  choisi.  Par  exemple,  les  aii"r,  appliquées  dans  leur 
ensemble  aux  variables  l\  r\\  Ç,„,  t  ,  donnent  un  nombre  F  indépen- 
dant du  système  de  coordonnées,  c'est  pourquoi  on  dit  que  F  est 
un  invariant  ;  de  même  si  on  les  applique  à  4  séries  de  variables  X*, 
H^';  Vi  P'.  on  obtient  un  tenseur 
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2  «./V 


i,  l,  m,  r 

qui  est  un  nombre  dépendant  de  ces  séries,  bien  entendu,  mais  in- 
dépendant du  système  de  coordonnées  choisi,  c'est-à-dire  que  l'on 
a  encore  : 

-i-i- 


G  —     \^    a,7"'r>^V  ^mp'" 


I,  /,  m,  r 

Ces  remarques  évidentes  auront  leur  importance  dans  la  suite. 

Les  opérations  fondamentales  de  l'algèbre  tensorielle  sont  :  l'ad- 
dition, la  multiplication  et  la  contraction. 

Addition.  —  La  somme  de  h  tenseurs  du  même  ordre§et  de  même 
nature,  portant  sur  les  mêmes  séries  de  variables  est  un  tenseur  de 
même  ordre  et  de  même  nature.  Les  composantes  du  tenseur  somme 
sont  égales  respectivement  à  la  somme  des  composantes  de  mêmes 
indices  des  tenseurs  donnés. 

Ce  théorème  est  évident  ;  prenons  un  exemple  où  /î  =  2.  Soient: 


ilmr 


iln.r 

deux  tenseurs  de  même  ordre  et  de  même  nature  ;  le  tenseur  : 

ilmr 
OÙ 

est  égal  à  la  somme  des  deux  tenseurs  donnés  : 

I  =  G  +  H. 

Cette  règle  n'est  pas  autre  chose  que  la  règle  qui  donne  la  somme 
de  deux  polynômes  par  réduction  des  termes  semblables. 

Multiplication.  —  Soient  deux  tenseurs 


G  =  J^bnh,,, 
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portant  sur  des  séries  différççtes  de  variables.  Le  produit  de  ces 
deux  formes,  effectué  comme  on  effectue  ordinairement  le  produit 
de  deux  polynômes,  c'est-à-dire  en  multipliant  tous  les  termes  de 
l'une  des  formes  par  chacun  des  termes  de  l'autre  et  en  addition- 
nant les  résultats,   est  un  nouveau  tenseur  //. 

H=FG=  ^a.u^h,"  .  ^hnh^ 

ik  Im 

OU 

en  posant  : 

Cikf  =  (likbr 

Par  conséquent,  le  produit  d'un  tenseur  d'ordre  p^  -+-  q^  vPi  fois 
covariant  et  Çi  fois  contravariant)  par  un  tenseur  d'ordre  Pa  -i-  Qz, 
est  un  tenseur  d'ordre  (Pi  4- Pa)  +  (q^i  +  ^a)  [(Pi+Pa)  fois  cova- 
riant, (pa  4-  Qz)  fois  contravariant].  Les  composantes  du  tenseur 
produit  sont  égales  respectivement  aux  produits  des  composantes 
du  premier  tenseur  par  les  composantes  du  second.  Remarquons 
en  passant  que,  d'après  cette  règle,  on  obtient  un  tenseur  auquel 
il  ne  manque  aucun  terme,  si  les  tenseurs  facteurs  n'ont  pas  de 
lacunes,  c'est-à-dire  s'ils  possèdent  les  termes  correspondant  à  tous 
les  arrangements  complets  des  indices.  En  effet,  le  premier  ten- 
seur contient  mPi"^?'  termes,  le  deuxième  n.^"'"'^;  le  tenseur  produit 
en  contient  d'après  la  manière  d'effectuer  la  multiplication   : 

c'est-à-dire  : 

qui  est  bien  le  nombre  des  arrangements  avec  répétition  de  n  lettres 
prises  (pi  4-  Po  H-  îi  +  Qa)  à  (p^  -h  p,  4-  ^i  +  q.)- 

Contraction.  —  Considérons  le  tenseur  mixte  du  second  ordre 

dont  les  composantes  sont  Oi^.  Je  dis  que  ^a^*    est  un  invariant, 

•       j 
c>st-à-dire  que  c'est  un  nombre  indépendant  du  système  de  coor- 
données; en  d'autres  termes  : 

\ 

où  les  a/  désignent  les  composantes  du  tenseur  donné  dans  le  sys- 
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tème  de  coordonnées  (ûi,...îï„).  D'après  les  formules  de  transfor- 
mation (I)  et  (II)  et  d'après  la  règle  de  transformation  des  compo- 
santes d'un  tenseur,  on  a  on  effet  : 


donc  : 


par  suite   : 


'    r,  s 

a!  =  Yar^ja/ 

r,  s 
i  rsi  r.  s 

Mais  au  chapitre  I,   nous  avons  vu  que 

(r- 


r.  s  i 


i:»r?i  =  e:i:;(-- 


Par  conséquent  : 

t  r»  r 

puisque  les  seuls  termes  de  la  somme  du  deuxième  membre  qui  ne 
sont  pas  nuls  sont  ceux  pour  lesquels  r=s.  De  plus  puisqu'une 
somme  ne  dépend  pas  du  nom  de  l'indice  par  rapport  auquel  on 
somme,  on  a  bien  : 


^'  =  S"i 


A  partir  d'un  tenseur  mixte  d'un  second  ordre,  nous  avons  obtenu 
un  invariant  grâce  à  une  opération  extrêmement  simple  :  la  som- 
mation de  certaines  composantes  bien  déterminées  de  ce  tenseur 
mixte,  celles  dont  l'indice  inférieur  est  égal  à  l'indice  supérieur. 
Cette  règle  se  généralise  aisément  ;  celle  qui  vient  d'être  obtenue 
forme  d'ailleurs  l'élément  essentiel  de  la  démonstration.  Soit  un 
tenseur  d'ordre  {p-\-q)  (p  fois  covariant  et  q  fois  contra  variant)  ; 
considérons  parmi  ses  composantes,  celles  dont  un  indice  supérieur 
situé  à  une  place  bien  déterminée  est  égal  à  un  indice  inférieur 
situé  à  une  place  déterminée  aussi  ;  sommons  toutes  ces  compo- 
santes là,  suivant  l'indice  commun  sur  lequel  nous  portons  notre 
attention  ;  le  résultat  de  cette  somme  est  la  composante  générale 
d'un  tenseur  nouveau  d'ordre  p-\-q  —  2  [(p  —  1)  fois  covariant 
{q  —  1)    fois   contra  variant].    Pour   fixer   les   idées,    considérons   le 
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tenseur  dont  les  composantes  sont  a^/'"^(p  =  3,  g  =  2)  ;  prenons 
toutes  les  composantes  pour  lesquelles  j  =  m,  Oi/J''  et  sommons 
par  rapport  à  l'indice  j  commun, 


"S^'j'r   = 


h/. 


je  dis  que  les  b/r  sont  les  composantes  d'un  tenseur  du  3®  ordre 
(p+q  —  2).  En  effet,   le  tenseur    \.  a,/'"r^^/C/"„,4'''    peut  s'écrire  : 

ijlmr 
j'n  \  ilr  j 

ce  qui  prouve  que 

ilr 

représente  la  composante  (/')  d'un  tenseur  mixte  du  second  ordre 
Mais      ^jCj'     est  un  invariant,  donc  : 

ilr      j 

est  un  invariant,  ou  encore  en  effectuant  la  somme  intérieure  : 

^ib/,i^^iY  =  invariant  ; 

tir 

ce  qui  prouve  que  les  bi',.  sont  les  composantes  d'un  tenseur  d'or- 
dre 3. 

L'opération  qui  permet  ainsi  d'obtenir  à  partir  d'un  tenseur 
d'ordre  p-\-q,  un  nouveau  tenseur  d'ordre  p  4- q  —  2  est  la  con- 
traction *. 

On  peut  continuer  : 

i 

est  une  composante  d'un  nouveau  tenseur  covariant  du  P""  ordre,  or  : 

*  Les  géomètres  allemands  appellent  cette  opération  Verjûrtgung  (raieunisse- 
menl)  ;  c'est  M.  Langevin,  dans  son  cours  au  Collège  de  France  qui  a  introduit 
le  terme  heureux  de  contraction. 
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j,  « 

jjar  conséquent,  on  peut  contracter  une  deuxième  fois  le  tenseur 
dont  les  composantes  sont  les  a.  Plus  généralement  on  peut  con- 
tracter un  tenseur  d'ordre  (p  +  q)  un  nombre  de  fois  égal  au  plu:> 
pelit  des  nombres  p  et  q. 

Pour  simplifier  l'éeriture,  M.  Einstein  a  imaginé  une  convention 
ingénieuse.  Toutes  les  fois  que  dans  une  expression  intei-vient  une 
sommation  portant  sur  un  indice  qui  est  à  la  fois  covariant  et  con- 

travariant,  on  supprime  le  signe    y^,    en  convenant  bien  entendu 

que  le  simple  fait  pour  un  même  indice  de  coexister  sur  la  ligne 
supérieure  et  sur  la  ligne  inférieure  des  indices  implique  une 
sommation  par  rapport  à  cet  indice.  Ainsi  Oi"^  voudra  dire  (à 
moins  de  mention  expresse),    ^a/.   On   écrira    : 

i 

ai/^  =  biK 
a,l\  =  d,.. 

Puisque  les  séries  de  variables  covariantes  ou  contravariantes  sont 
les  composantes  de  tenseurs  du  premier  ordre  covariants  ou  con- 
travariants,  les  tenseurs  tels  que  nous  les  avons  définis  sont  déjà 
des  exemples  particuliers  de  contraction. 

En  effet,  le  tenseur  : 


^""'' 


nest  pas  autre  chose  que  la  contraction  triple  du  tenseur  dont  les 
composantes  sont  : 

et  où  l'on  a  fait  :      i  =  s,     k  =  t,     l  =  v. 
F  =  Cii}'\ 
On  peut  donc  écrire  aussi  suivant  notre  convention    : 


CHAPITRE    III 

FORMES  BILINEAIRES  ET  QUADRATIQUES 

GEOMETRIE  METRIQUE 

NOUVELLE  DÉFINITION   DES  TENSEURS 


Dans  le  plan  ou  dans  l'espace,  les  théorèmes  de  la  géométrie  élé- 
mentaire ou  de  la  trigonométrie  sphérique  donnent  immédiate- 
ment la  longueur  d'un  vecteur  quand  on  a  choisi  une  unité  de 
longueur  et  quand  on  connaît  ses  composantes  dans  urt  système 
de  coordonnées.  Au  lieu  de  partir  de  ces  notions  familières,  il  nous 
paraît  plus  profitable  de  définir  la  métrique  d'une  multiplicité 
linéaire  de  vecteurs  à  un  nombre  quelconque  n  de  dimensions  et 
d'appliquer  ensuite  les  théorèmes  généraux  auxquels  ces  définitions 
conduisent  aux  deux  cas  particuliers  que  nous  venons  de  rappeler. 
Nous  aurons  alors  d'un  coup  d'œil,  pour  ainsi  dire,  la  signification 
intuitive  de  nos  nouvelles  notions. 

L'algorithme  fondamental  pour  l'introduction  d'une  métrique 
dans  la  géométrie  linéaire  est  celui  de  forme  bilinéaire  de  deux  vec- 
teurs et  de  forme  quadratique  d'un  vecteur. 

Une  forme  bilinéaire  de  deux  vecteurs  est  un  tenseur  deux  fois 
covariant  qui  porte  sur  les  deux  séries  de  variables,  représentant 
chacune  les  composantes  contravariantes  des  deux  vecteurs  ;  en 
d'autres  termes,  une  forme  bilinéaire  de  deux  vecteurs  est  une 
forme  qui  est  linéaire  par  rapport  à  chacun  d'eux,  au  sens  que  nous 
avons  donné  à  ces  termes  dans  le  chapitre  I. 

Soient  (ç^..i")  et  (7i^..ti")  les  composantes  contravariantes  de 
deux  vecteurs  x  et  y  ;  le  tenseur 
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Q(x,y)  =  aiT,\\^ 

est  une  forme  bilinéaire,  dont  les  Oik  sont  dits  les  coefficients  ;  cette 
forme  est  non  dégénérée  si  le  déterminant  |  Oi^  [  ^f:  o.  La  forme  est 
symétrique,  si  l'on  a  toujours,  quels  que  soient  x  et  y  : 

Q(x,y)  =  Q(y,x) 
dans  ce  cas  : 

OiklS''  =  QiklW 

quels  que  soient  les  ç  et  les  tj,  donc  :  a^k  =  du- 
Faisons  y  =  x,  alors  : 

0  (x;  x)  =  0  (X)  =  aikl'l^ 

est  dite  une  forme  quadratique  du  vecteur  X. 

Par  ce  procédé  d'identification  des  arguments,  on  fait  correspon- 
dre à  une  forme  bilinéaire,  une  et  une  seule  forme  quadratique.  La 
réciproque  de  cette  proposition  n'a  pas  de  sens  précis.  Soit  en  effet, 
une  forme  quadratique  : 

bikVl\  (1) 

on  peut  montrer  aisément  qu'elle  peut  provenir  d'une  infinité  de 
formes  bilinéaires  par  identification  des  deux  arguments  ;  on  peut 
l'écrire  : 

i         tk 

où  la  deuxième  sommation  s'étend  seulement  aux  combinaisons  des 
indices  i  et  k.  La  forme  bilinéaire 

aik\\^  (2) 

engendre  la  forme  quadratique  (1)  si 

au  =  bu  et  Oifc  H-  au  =  bik  +  bn  ; 

or  si  on  se  donne  les  brs,  ces  équations  ne  déterminent  pas  univo- 
quement  les  oik.  Mais  si  l'on  exige  que  la  forme  bilinéaire  (2)  soit 
symétrique,  on  voit  qu'il  y  en  a  une  et  une  seule  qui  engendre  la 
forme  (1),  c'est  celle  dont  les  coefficients  sont  donnés  par  les  équa- 
tions : 

bih-  -h  fjki 
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Nous    nous  arrangerons   dorénavant,    ce    qui   est    toujours    pos- 
sible d'une  seule  manière,   à  écrire  toute  forme  quadratique  avec 
des  coefficients  symétriques  (b,fc  =  bu)- 
De  cette  manière,  la  forme  bilinéaire  : 

Q(x,y)  =  Ciifc^^Ti* 

engendre  la  même  forme    quadratique    que    celle    qu'engendre  la 
forme  bilinéaire  symétrique  : 

è[Q(x,y)  +  Q(y,x)]. 

On  démontre  dans  les  traités  d'algèbre  les  théorèmes  suivants  : 
Toute  forme  quadratique  Q(x),  non  dégénérée  (c'est-à-dire  prove 
nant  d'une  forme  bilinéaire  symétrique  non  dégénérée)  est  décom- 
posable  en  une  somme  de  carrés  de  formes  linéaires  du  vecteur  x  ; 
ces  formes  linéaires  sont  au  nombre  de  n  et  sont  indépendantes. 

Ces  carrés  peuvent  être  d'ailleurs  précédés  du  signe  moins  ou 
du  signe  plus,  mais  Hermite  a  démontré  que  pour  une  forme  qua- 
dratique donnée,  les  diverses  décompositions  possibles  conduisent 
toujours  au  même  nombre  de  carrés  positifs  et  par  conséquent  au 
même  nombre  de  carrés  négatifs. 

Une  forme  quadratique  qui  reste  positive  quel  que  soit  l'argu- 
ment x^o,  et  qui  ne  s'annule  que  pour  x  =  o  est  une  forme 
définie  positive.  Si  elle  est  toujours  négative,  sauf  pour  x  ^  o,  argu- 
ment pour  lequel  elle  s'annule,  elle  est  dite  définie  négative. 

Une  forme  définie  est  non  dégénérée  ;  si  elle  est  définie  positive, 
elle  est  une  somme  de  n  carrés  tous  positifs. 

Produit  scalaire  de  deux  vecteurs.  —  Deux  vecteurs  x  et  y 
déterminent  un  nombre  x.y  qu'on  appelle  leur  produit  scalaire  et 
qui  satisfait  aux  équations  fonctionnelles  suivantes  : 

1)  x.y  =  y.x; 

si      X  =  u  4-  V 

(u  +  v).y  =  (u.y)  +  (v.y)  ; 

cette  deuxième  égalité  entraîne 

3)  Xx.y  =  X(x.y) 

si  ).  est  rationnel,  nous  posons  que  3)  est  vraie  quel  que  soit  X. 

Les  égalités  2)  et  3)  montrent  que  le  produit  scalaire  est  une 
forme  linéaire  par  rapport  au  premier  facteur;  l'égalité  1)  montre, 

Calcul  lensoii.'l.  3 
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à  cause  de  la  commutât ivité  qu'elle  exprime,  que  le  produit  scalaire 
est  aussi  linéaire  par  rapport  au  deuxième  facteur,  donc  le  produit 
est  une  forme  bilinéaire  des  deux  -vecteurs  ;  toujours  à  cause  de  1), 
on  déduit  que  cette  forme  est  symétrique  : 

x.y  =  ()(x,y)  =  (jiicV^f  ;  (g^k  =  gu) 

■les^*  et  les  t]*'  étant  les  composantes  contravariantes  du  vecteur  dans 
le  système  de  coordonnées  choisi. 

Le  produit  scalaire  de  x  par  lui-même  est  donné  par  la  forme  qua- 
dratique  : 

x.x  =  x^  =  (?(x)  =  gikl'V'. 

Dès  que  l'on  a  choisi  un  vecteur  unité  u,  pour  lequel  u^  =  1, 
comme  unité  de  mesure  de  longueur,  le  -nombre  x^  mesure  le  carré 
de  la  longueur  du  vecteur  X. 

En  géométrie  élémentaire,  et  en  général  dans  presque  toutes  les 
considérations  d'ordre  géométrique,  la  forme  quadratique  Q  est 
définie  positive,  la  longueur  d'un  vecteur  est  donc  toujours  un 
nombre  réel  ;  mais  dans  la  théorie  de  la  relativité  la  forme  Q,  qui 
mesure  le  carré  de  la  longueur  des  «  vecteurs  d'univers  »,  n'est  pas 
définie.  Dans  les  considérations  qui  suivent  —  à  moins  de  mention 
expresse  —  nous  supposerons  que  Q  est  une  forme  quadratique  non 
dégénérée  quelconque. 

Si  une  transformation  linéaire  (voir  page  18)  est  telle  qu'au  vec- 
teur X,  elle  fasse  correspondre  le  vecteur  x'  et  que  l'on  ait,  pour  tous 
les  couples  de  vecteurs  correspondants  : 

Q(x)  =  Q(x'), 

on  dit  qu'elle  est  une  transformation  congruente  et  que  les  deux 
vecteurs  x  et  x'  sont  congruents.  Une  transformation  congruente 
n'altère  pas  le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs,  car  si  à  x  corres- 
pond x'  et  à  y  correspond  y',  à  x-+-y  correspond  x' H- y'  ;  on  a: 

Q(x'-4-y',  x' -h  y')  =  Q(x -h  y,  x-f-y) 
mais  puisque 

Q(X  -+-  y ,  X  +  y)  =  Q(x)  +  2Q(x,  y)  -+-  Q(y) 
0(x'-}-y',x'+y')  =0(x')  +  2Q(x',  y')-}-Q(y') 

on  en  déduit  : 

Q(x,y)  =  Q(x',y')    '  C.  Q.  F.  D. 
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Ces  deux  vecteurs  déterminent  une  grandeur  que  nous  appelle- 
rons l'angle  6  des  deux  vecteurs  ;  supposons  que  leurs  longueurs 
soient  égales  à  l'unité,  nous  poserons 

cos  6  =  Q(x,y). 

Le  vecteur  Àx  a  pour  longueur  X  =  \/Q(Xx), 

le    vecteur  [j.y  a  pour  longueur  [t  =  V'QCfiy) 
l'angle  des  deux  vecteurs  Xx  et  [xy  sera  par  définition  le  même  que 
celui  des  deux  vecteurs  x  et  y,  donc  : 

cos  e  =  "^     '  ^^^  , 

on  a  donc  pour  tous  les  vecteurs  a  et  b  : 

cos  0  =       ^  A) 

Les  deux  vecteurs  a  et  b  sont  orthogonaux  si  leur  angle  est  droit, 
c'est-à-dire  si  cos  6  =  o  ;  dans  ce  cas 

Q(a,b)  =  o. 

Remarquons  que  si  Q  est  une  forme  indéfinie,  f  cos  6 1  peut  être 
plus  grand  que  l'unité.  Ce  n'est  que  si  la  forme  Q  est  définie  posi- 
tive que  l'on  a  toujours 

[cos  e|  <i. 

En  effet,  de 

0(Àx  +  fxy)  =  X^QCx)  +  2XîxQ(x,y)  -f-  v.^Q{y)  ^  o 
on  déduit  que  le  discriminant  : 

Q'(x,y)_Q(x).0(y) 
est  inférieur  à  zéro,  donc  : 

I      Ç(x.y) 


slQi^YQlj) 


<  1 


Composantes  covariantes  d'un  vecteur.  —  Le  tenseur  symétrique 
dont  les  composantes  sont  les  nombres  gik  appliqué  aux  deux  vec- 
teurs x($0  et  y(T]*)  détermine  le  produit  scalaire  de  ces  deux  vec- 
teurs : 

x.y  =  fifu-^S".  (3) 
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Ce  produit  peut  s'écrire  autrement  ;  en  effet,  considérons  le  ten- 
seur covariant  du  premier  ordre  dont  les  composantes  sont  ks  nom- 
bres gikl^  ;  une  fois  que  le  tenseur  métrique  est  donné  —  et  cela 
est  fait  une  fois  pour  toutes  —  ce  nouveau  tenseur  du  premier  ordre 
ne  dépend  que  du  vecteur  X  ;  il  en  dépend  linéairement  même  et 
par  suite,  ses  différentes  composantes  sont  des  formes  linéaires  du 
vecteur  x.  Posons  : 

gikl'=h  (/c  =  l,  2,  ...n)  (4) 

les  Ijc  sont  appelés  les  composantes  covariantes  du  vecteur  X.  Je  dis 
que  le  vecteur  est  bien  déterminé  quand  on  connaît  ses  composantes 
covariantes.  Il  suffit,  en  effet,  de  faire  voir  que  les  n  équations  pré- 
cédentes admettent  une  solution  et  une  seule  pour  les  V  quand  les 
seconds  membres  sont  donnés  ;  or  cela  est  évident  puisque  le  déter- 
minant du  système  n'est  pas  autre  chose  que  le  déterminant  \gik\ 
des  coefficients  de  la  forme  bilinéaire  (3),  cette  forme,  par  hypo- 
thèse, n'étant  pas  dégénérée,  on  a  bien  \gik\  ^o.  On  peut  donc 
écrire  : 

xy  =  hr]^. 

Remarquons  que,  puisque  gik  =  gjd,  on  a  : 
gijcV  =  gui'  =  Ik. 
Par  conséquent,  on  peut  poser  sans  contradiction  : 


et  le  produit  scalaire  des  deux  vecteurs  peut  encore  s'écrire 


Le  produit  scalaire  de  deux  vecteurs  est  une  forme  bilinéaire  de 
dewc  facteurs  ;  les  coefficients  de  cette  forme  bilinéaire  sont  :  ou 
bien  les  nombres  gik  si  les  vecteurs  sont  donnés  par  leurs  compo- 
santes contravariantes,   ou  bien  les  nombres  of     (        ,  1    .   .       , 

\=  i  (  SI  i  =  k 

si  l'un  des  vecteurs  est  donné  par  ses  composantes  covariantes  et 
lautre  par  ses  composantes  contravariantes.  Qu'arrive-t-il  si  les 
deux  vecteurs  sont  donnés  par  leurs  composantes  covariantes  ?  Ré- 
solvons les  équations  (4)  ;  les  ?*  doivent  s'exprimer  linéairement 
en  fonction  des  Ik  et  les  coefficients  de  ces  formes  linéaires  doivent 
être  les  composantes  d'un  tenseur  contravariant  du  second  ordre  : 
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or  d'après  la  règle  de  Cramer  g'^  est  égal  au  facteur  de  l'élément 
Qik  dans  le  développement  du  déterminant  |  gik  |,  divisé  par  ce 
déterminant  lui-même.  Par  conséquent,  on  peut  encore  écrire  : 

x.y  =  1%  =  g'^lm  =  gHmk 

car  les  nombres  g^''  sont  évidemment  tels,  que  y**=  =  g^^. 

Le  produit  scalaire  est  donc  encore  un  tenseur  contravariant  du 
«econd  ordre  dont  les  composantes  sont  les  nombres  g**.  Il  semble 
donc  que  la  notion  de  tenseur  métrique  devienne  ambiguë  ;  nous 
allons  voir  que  si  dans  la  géométrie  affine,  il  est  possible  de  définir 
un  tenseur  d'une  manière  telle  que  sa  nature  (p  fois  covariant  et  q 
fois  contravariant)  le  caractérise  en  tout  et  partout,  il  en  est  tout 
autrement  en  géométrie  métrique  ;  la  nature  d'un  tenseur  n'est 
plus  univoque,  seul  son  ordre  k  le  caractérise  parfaitement. 

Modifions  tout  d'abord  légèrement  la  définition  donnée  au  cha- 
pitre I.  Un  tenseur  d'ordre  (p-hq)  y  était  défini  comme  une  fonc- 
tion (p  -f-  7)  -  linéaire  de  p  séries  de  variables  contravariantes  et  de 
q  séries  de  variables  covariantes.  Cette  fonction  est  un  invariant 
pour  les  transformations  linéaires  de  coordonnées.  Cet  invariant 
reste  un  invariant  lorsqu'on  remplace  chaque  série  de  variables 
contravariantes  par  les  composantes  contravariantes  d'un  certain 
vecteur  et  chaque  série  de  variables  covariantes  par  les  composantes 
covariantes  d'un  certain  vecteur.  Le  tenseur  devient  une  forme 
multilinéaire  invariante  de  (p  +  g)  vecteurs  ;  il  est  bien  entendu 
que  p  de  ces  vecteurs  sont  donnés  par  leurs  composantes  contrava- 
riantes et  q  par  leurs  composantes  covariantes. 

Je  dis  qu'il  est  possible  de  lever  cette  dernière  restriction  et  de 
définir  le  tenseur  d'ordre  k  comme  une  forme  fe-linéaire  de  k  vec- 
teurs. 

Pour  le  faire  voir  effectivement,  prenons  un  cas  particulier  qui 
laisse  entrevoir  toutes  les  possibilités  et  qui  permette  de  fixer  nos 
idées  tout  en  nous  dispensant  d'un  flot  d'explications. 

Le  tenseur  A  d'ordre  (3-hl),  dont  les  composantes  sont  aik^m  est 
une  forme  quadrilinéaire  des  quatre  vecteurs  X,  y,  z,  t,  donnés 
respectivement  par  leurs  composantes  V,  r\^,  lu  t  "*  : 

A  =  aik\.X'n%r"' 
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mais,  on  peut  introduire  au  lieu  des  ^%  par  exemple,  les  ?,.  au 
moyen  des  relations  : 

alors  : 

mais  les  nombres  : 

sont  les  composantes  d'un  tenseur  deux  fois  covariant  et  deux  fois 
contravariant.  Le. tenseur  A  change  donc  de  nature;  il  reste  une 
forme  quadrilinéaire  des  vecteurs  x,  y,  z,  t  ;  nous  dirons  que  les 
^Vm  sont  les  composantes  deux  fois  covariantes  et  deux  fois  con- 
travariantes  du  tenseur  A  et  puisqu 'aucune  confusion  n'est  pos- 
sible,  nous  poserons     6''a',„  ='a^h'-m-  On  peut  continuer  ;  puisque 


on  aura,  en  posant  : 


C/ 


A    =    0''ksm'''rr^K''-'"'. 


On  poursuit  aisément  et  on  généralise  de  même.  Un  tenseur  d'or- 
dre /t  peut  s'exprimer  au  moyen  de  ses  composantes  k  fois  cova- 
riantes,  pu  de  ses  composantes  (k  —  1)  fois  covariantes  et  une  fois 
contravariant e,  ou  encore  de  ses  composantes  {k  —  2)  fois  cova- 
riantes et  deux  fois  contravariantes,  etc..  Ces  différentes  compo- 
santes sont  caractérisées  par  la  position  et  l'ordre  des  indices  ; 
mais  on  passe  des  unes  aux  autres,  grâce  au  tenseur  métrique,  de  la 
manière  suivante.  Soient  /  et  K  deux  groupes  d'indices,  on  a  pour 
«  abaisser  »  un  indice,  la  formule  suivante  : 

et  pour  «  élever  »  un  indice,  la  formule  suivante  : 

ai'' M   =   ff^OlsM. 

._  Nous  croyons  avoir  ainsi  parfaitement  éclairci  la  notion  de  ten- 
seur ;  la  deuxième  définition  que  nous  venons  d'en  donner  est  plus 
soupl-e  que  la  première  et  plus  riche  d'applications  variées.  L'en- 
semble des  composantes  d'un  tenseur  est,  avons-nous  vu,  un  opéra- 
teur qui  appliqué  à  un  certain,  nombre  de  vecteurs  donne  une  forme 
multi  linéaire  de  ces  vecteurs  ;  c'est  cette  forme  qui  est  le  tenseur  ; 
mais  par  une  ellipse  commode,  il  nous» arrivera  souvent  de  parler 


FORMES  BILINÉAIftBS    DT   OUADR-A.TIQUES  SQ 

du  tenseur  gnc,  du  tenseur  o»'^;,/,,  etc...  au  lieu  de  dire  le  tenseur 
dont  les  composantes  deux  fois  eovariantes  sont  les  nombres  go:, 
etc.,  etc.. 

Symétrie  des  tenseurs.  — Un  tenseur  d'ordre  k  est  symétrique  s'il 
conserve  la  même  valeur  quand  on  échange' entre  eux  les  vecteurs 
dont  il  dépend,  d'une  manière  quelconque.  Soit,  par  exemple,  le 
tenseur  aïkilSK^  }  s'il  ne  change  pas  de  vakur  quand  on  échange 
entre  eux  les  trois  vecteurs  x,  y,  z,  c'est  que  l'on  a  : 

(tikl  =  Clkli  =  Olik  =  dkil  =  Oilk  =  Olki  ', 

mais  le  tenseur  donné  peut  encore  s'écrire  aju^l^^^i  ;  si  l'on  échange 
de  nouveau  les  vecteurs  entre  eux,  c'est  que  Ton  a  : 


a';^-  =  a,'^  =  g''g''-'<'ir, 


On  peut  donc  écrire  sans  ambiguïté  ''''^  o'''  au  lieu  d'écrire  res- 
pectivement flifc^  etc..  et  Œi^^ ,  etc.  C'est  ce  que  nous  ferons  doréna- 
vant pour  presque  tous  les  tenseurs  symétriques  *. 

En  particulier,  si  Tijc  =  Th  sont  les  composantes  deux  fois  eova- 
riantes du  tenseur  du  second  ordre  T,  celui-ci  adiitettra  les  compo- 
santes mixtes  : 

Ti^  =  Th  =  Tf . 

Nous  avons  déjà  reconnu  ces  particularités  sur  le  tenseur  métri- 
que ;  en  effet  : 

.._..v_   ,     0   (si   i:^k.) 


on  a  de  même 

Oi^^  =  a^' 

=  a^h  =  «'^ 

enfin  : 

Un  tenseur  d'ordre  k  est  symétrique  gauche  s'il  conserve  sa  valeur 
quand  on  y  échange  les  vecteurs  dont  il  dépend,  d'une  manière 
telle  que  la  permutation  nouvelle  des  k  vecteurs  reste  de  la  même 
classe,  et  s'il  prend  ime  valeur  opposée  (égale  en  valeur  absolue, 
mais  de  signe  contraire)  quand  la  permutation  nouvelle  est  de 
l'autre  classe. 

*)  Les  remarques  précédentes  sont  générâtes  et  ne  dépendent  pas  de  l'ordre  du 
tenseur  symétrique  considéré.   , 
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Prenons  encore  pour  fixer  les  idées  un  tenseur  du  3®  ordre  : 
biulSK^'  S'il  est  symétrique  gauche,  l'on  doit  évidemment  avoir  : 

biki  =  bku  =  biije  =  —  bkii  =  —  biik  =  —  biki. 

Les  trois  permutations  ikl,  kli,  lik  sont  d'une  classe,  et  les  trois 
permutations  Ml,  ilk,  Iki  sont  de  l'autre  classe.  On  en  déduit  que 

b^ki  =  bh  =  bki^  =  —  b'ik  =  —  bkh  =  —  bik^ 
etc.  etc.. 

On  peut  imaginer  d'autres  symétries.  Nous  allons  étudier  rapi- 
dement deux  cas  ;  nous  les  retrouverons  plus  tard  ;  le  premier  se 
rapporte  à  certains  tenseurs  du  troisième  ordre  symétriques  par 
rapport  à  deux  vecteurs  bien  déterminés  parmi  les  trois  dont  ils 
dépendent.  Soient  Ci/c^,-  les  composantes  covariantes  de  ce  tenseur  C 
symétrique  par  rapport  aux  deux  premiers  vecteurs,  c'est-à-dire 
tel  que  : 

On  a  donc  : 

Cik,r  =  C/ci,r  5 

par  suite  : 

dk'  =  ckC  ;  c'*'''  =  c^'-'"      et      c^'^r  =  c^'V. 

Nous  nous  arrangerons  toujours  à  écrire  les  deux  premiers  vec- 
teurs avec  des  composantes  de  même  nature,  les  deux  groupes  cova- 
riants  ou  les  deux  groupes  contravariants.  Les  différentes  manières 
d'écrire  les  composantes  de  ce  tenseur  partiellement  symétrique 
sont  donc  les  suivantes  Cik,rt  cr^,  c^'S  t'*''"  ;  étant  donnée  la  con- 
vention précédente,  il  n'y  a  donc  aucune  ambiguïté  à  craindre. 

Le  second  exemple  se  rapporte  à  un  tenseur  du  4^  ordre,  dont 
ies  composantes  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

fikAm   =  l'khlm  =  ^'ik,  ,nlt 

fikjlm  ^^  ^Imtik 

ce  qui  signifie  que  le  tenseur  R  (x,  y,  z,  t)  est  tel  que  les  quatre 
vecteurs  dont  il  dépend  peuvent  se  grouper  par  paires  :  X,  y  et  Z,  t. 
Le  tenseur  est  symétrique  par  rapport  à  chacune  d'elles,  il  est 
symétrique  gauche  par  rapport  aux  deux  vecteurs  de  chaque  paire. 

On  en  déduit  :  /•/,!»,  =  r\,i,n  =  o  *. 

De  plus  : 

r%im=  Rkm 
•)  On  a  évidemment  aussi  r,^,  ^,,1  =  r,,.,  n  =  0. 
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•est  un  tenseur  du  second  ordre  ;  je  dis  qu'il  est  symétrique. 
Il  suffit  de  démontrer  que  : 

mais  cette  équation  s'écrit  aussi  : 

or  d'après  les  symétries  supposées,  le  second  membre  s'écrit 
9^^^ik,jmi  mais  puisque  9'^  =  g^'  on  peut  échanger  i  et  j  qui  sont 
-deux  indices  muets,  par  suite  ce  second  membre  devient  g'-'rjk,im- 
On  a  bien  : 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  il  n'y  a  pas  d'ambi- 
^uité  à  parler  des  composantes  mixtes  /?*.  En  contractant  encore 
une  fois,  on  obtient  un  invariant  R  =  R'^. 

Remarques  sur  les  multiplicités  ponctuelles  linéaires.  ■ —  Soit 
une  multiplicité  ponctuelle  linéaire  décrite  à  l'aide  de  certaines 
coordonnées  (x,...a?„),  l'origine  étant  le  point  0  (0,0... o)  et  OAj^, 
0A2...0An  étant  les  vecteurs  de  base  d'un  système  de  coordonnées, 
par  rapport  auquel  nous  repérons  la  multiplicité  vectorielle  linéaire 
que  nous  avons  appris  à  adjoindre  à  la  multiplicité  ponctuelle.  Les 
coordonnées  des  points  Ai  sont  nulles  sauf  la  t'^'"<^  qui  vaut  ui.  La 
métrique  de  la  multiplicité  vectorielle  étant  donnée  par  le  tenseur 
dont  les  composantes  sont  les  nombres  Qiu,  nous  nous  arrangerons 
encore  pour  choisir  les  Ui  de  manière  que  les  vecteurs  OAi  aient 
une  longueur  égale  à  l'unité.  Soient  alors  P(xi)  et  Q(yi)  deux  points 
de  la  multiplicité,  le  vecteur  PQ  a  pour  composantes  conlrava- 
riantes  les  nombres  t^  =  yi  —  Xi,  le  nombre  l  qui  mesure  sa  lon- 
gueur est  dit  encore  la   distance   des  deux  points  P  et   Q  ;  on   a 

l"^  =  gikVV'  =  ^  gik{yi  —  xi)  (y^  — Xk) .      Si   l 'on   change   de   coor- 

ik 
données  au  moyen   d'une  transformation   linéaire,   la   distance   de 
deux  points  reste  une  forme  quadratique  des  différences  des  coor- 
données de  même  rang  de  ces  deux  points. 

Applications  au  plan.  —  Il  est  temps  de  faire  quelques  appli- 
cations des  notions  abstraites  que  nous  venons  de  développer.  Le 
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cas  le  plus  s-implfief  de  beaucoup  le  plus  fkmili«r  est  celui  du  plan. 

Soient  dans  le  plan  deux  vecteurs  ù^,  %  issus  d'un  même  point  0 

(fîg.  5)  :  0/li  =  Uj,  O.-la  =  Ua  et  suppoSons-Ies  de  longueur  égale  à 

1  ;  désignons  par  0  l'angle  qu'ilS;  forment.  Le  vecteur  0/?  =  X  a 
pour  composantes  contra  variantes  les  nombres  ^^  et  l^  qui  mesu- 
rent   les   segments   0/ij    et    R^fi.    La    géométrie    élémentaire    nous- 


montre  tout  de  suite  que  le  carré  de  la  longueur  du  vecteur  x  est 
donné  par  la  formule  : 

c'est-à-dire  que  la  forme  métrique  fondamentale  est  :. 

les  QiTc  sont  donc  : 

S'il  =  1.  9i2  =  921  =  cos  6,  fir„2  =  1. 

Les  composantes  covariantes  du  vecteur  x  sont  donc  : 


li  =  9ikl 


9,2%' 


\^  cos  6  ; 


\.^  =  g^^k  =  g^_^l^  +  g.^^\^  =  ^  cos  9  +  P. 

Géométriquement,  il  est  visible  que  les  composantes  contrava- 
riantes  du  vecteur  0/?  sont  égales  aux  nombres  qui  mesurent  les 
projections  orthogonales  de  ce  vecteur  sur  les  vecteurs  de  base   î- 
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/(,H 


^^  =  OBj,   ^2  =  OB^.  Résolvons  les  équations  précédentes  par  rap- 
port aux  l\  il  vient  : 


$«'=•-— -—[$1  -  ces  0,?.,], 
,       Hn^  0  L  J 

sin^  0  |_  J 


et  par  suite 
9'' 


sin*  0 


g''  =  f'  =  - 


ces  0 
sinM) 


^-  = 


sin''^  0 


Ce  sont  bien  les  mineurs  respectifs  des  éléments  gfn,  g^^y  Qzi'  Qz 
du  déterminant  : 

Il        ces  0 


9jc 


ces  0        1 


=  sin»  0 


divisés  par  ce  déterminant  lui-même.  On  vérifie  aisément  les  for- 
mules 

1     si  iz^k. 


9i,r-  = 


0     si  i  =  k. 


Cherchons  l'angle  des  deux  vecteurs  OK.et  OQ  dont  les  compo- 
santes sont  les  nombres  (?■*)  et  (ti^).  Abaissons  les  perpendiculaires 
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des  points  R  et  Q  sur  l'un  des  axes  OA^,  par  exemple  (fig.  5)  soient 
DR  et  EQ.  On  a  en  grandeur  et  en  signe  : 

OE  =  Ti,  0D  =  l, 

EQ  =  r]^  sin  0,  DR  =  ^^  sin  G 

Or,  d'après  une  des  formules  les  plus  simples  de  la  géométrie 
analytique,  on  a  *: 

OD.OE-hEQ.DR         ^^ti,  +  $ V  sin- 6 

cos    a  =: 


OR.OQ  ^gncV-lKgmS^ 

Remplaçons  \^  et  tij  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  V'  et  V  ; 
il  vient  : 

($'  -f-  5*  cos  OVï)!  -+-  7)»  cos  0)  -h  $«T)»  sin»  0 
cos  a  =  


^Jïi  _|_  £ir)2  COS  0  -h  iW  cos  0  -(-  5^7)2 


^gikW-gm\^ 
giiciS" 


\jgiicW.gikr\S^ 

C'est  bien  la  formule  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour 
l'angle  de  deux  vecteurs. 

Considérons  le  tenseur  symétrique  gauche  7**=  =  \\^  —  W^ 
dont   les  seules  composantes  non  nulles  sont    : 

r»  =  -r«  =  w^  —  ^w. 

Formons   l'invariant 

La  racine  carrée  de  cet  invariant  : 


qui  s'écrit  ici   : 

est  l'aire  du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  vecteurs  OR 

et  OQ  ;   on  s'en  rend  compte  très  facilement  en   utilisant   la   re- 
marque *  faite  tout  à  l'heure. 

*)  Il  suffit  d'imaginer  un  système  d'axes  rectangulaires  dont  l'un  est  le  support 
de  Ui.  pour  écrire  immédiatement  cette  formule. 
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Applications  à  l'espace.  —  Dans  l'espace,  on  obtient  des  résul- 


tats analogues  ;  on  prend  trois  vecteurs  de  base  O^i,  0.42,  OA^  de 

longueur   égale    à    l'unité,    soient    À,  fx,  v    les    angles  (0.42,  OA^), 
->-->--»-->-  ->- 

(O/lj,  OAy),  (0.4i,  0.42).  Le  carré  de  la  longueur  d'un  vecteur  OP 

dont  les  composantes  contravariantes  sont  les  nombres  : 

est  donné  par  la  formule  : 

ÔP'  =  (?*)2  -+-  ($2)»  ^  (f3y2  _^  2  ?'S2  cos  V  -+-  2  \^\'  CCS  X  H-  2  $«?*  ces  fi, 
on  a  : 

yil   =  ^22  =  5^33   =   1 

5^12  =  5^21  =  cos  V  ;  g^s  =  g^^  =  cos  X,    g^^  =  g^^^  =  cos  fi. 

Abaissons  de  P  des  perpendiculaires  PC^^,  PC^,  PC^  sur  les  trois 
axes.  Les  mesures  des  segments  OC^,  OCn  et  OC3  sont  précisé- 
ment encore  les  composantes  covariantes  du  vecteur  OP.  En  effet, 
les  deux  contours  polygonaux  OB^QP  et  OC^P  sont  équivalents  ; 
projetons-les  sur  0/4 1.  On  a  : 

OC,  =  l' +  1- cos  v+^'cos  IL 
car  l'angle  de  QP  avec  0.4 ^  est  précisément  [jl. 
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:    On  peut   transformer  l'égalité  précédente   : 

OC,  =  g,,V  +  g^,V  +  g,.l'  =  gai'  =  ^i- 

On  voit  de  même  que  : 

OC,  =  l„  OC,  =  ï,. 

On  verrait  encore  que  l'angle  de  deux  vecteurs  (l^)  et  (rf)  est 
donné  par  la  formule  (A)  [p.  35].  De  même  l'aire  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  deux  vecteurs  est  donné  par  la  racine 

\  . 

carrée  de  l'invariant   :    —TncT^^,  où  T''^  =  \''r^  —  ^^i^*. 

Nous  aurons  plus  tard  l'occasion  de  rencontrer  des  tenseurs  plus 
ou  moins  compliqués  ;  c'est  pourquoi  pour  l'instant  nous  n'irons 
pas  plus  avant  dans  les  applications. 
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Considérons  une  mulliplicitis  ponctuelle  linéaire  Mn.  Un  point  P 

de  Mn  est  caractérisé  par  n  coordonnées  x^...a:n,  le  vecteur  PQ,  où 
Q  est  le  point  (yi.-.yn)  a  pour  composantes  contravariantes  les  nom- 
bres l^  =  y-i  —  xi.  Nous  avons  vu  plus  haut  que  nos  définitions  sont 
invariantes  pour  toute  transformation  linéaire  de  coordonnées.  Sup- 
posons que  le  point  Q  ait  pour  coordonnées  des  nombres  très  peu 
différents  des  coordonnées  de  P  ;  disons  même  que  les  ji  sont  infi- 
niment peu  différents  des  Xi  *  ; 

yi  =  Xi-{-  dxi. 

Les  nombres  dxi  sont  alors  les  composantes  contravariantes  **  du 
vecteur  PQ  dont  la  longueur  l  est  donnée  par  l'équation  : 


/*  =  2   Çikdxidxk 


Cette  longueur  étant  infiniment  petite,  nous  dirons  que  le  vec- 
-> 
leur  PQ  est  infiniment  petit. 

Supposons  qu'à  chaque  point  P  de  la  multiplicité  M„,  nous  fas- 
sions correspondre  un  tenseur  ;  c'est  dire  que  ce  tenseur  est  une 
fonction  du  point  P,  ses  composantes  sont  donc  des  fonctions  des 

*)  On  sait  quelles  conventions  implique  cette  manière  de  parler,  nous  n'y  insis- 
tons pas. 

*•)  Nous  continuons  à  écrire  dx'  plutôt  que  (dx)'  ou  dxi  malgré  que  les  diffé- 
rentielles fussent  eontravariantes. 
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coordonnées  (Xi...Xn)  et  l'ensemble  de  tous  ces  tenseurs  attachés  k 
chaque  point  de  Mn  est  un  champ  de  tenseurs.  L'objet  de  l'analyse 
tensorielle  est  l'étude  des  champs  de  tenseurs. 

Considérons  tout  d'abord  une  fonction  du  point  P  indépendante 
du  système  linéaire  de  coordonnées  choisi  ;  cette  fonction  définit  ua. 
champ  d'invariants  ou,  comme  on  dit,  un  champ  scalaire  : 

I  =  f(x„...Xn)=f{x), 

changeons  de  coordonnées  au  moyen  des  formules 

n 

Xi  =  ^4  Xk -h  cLi  ; 
k=i 

la  fonction  f(x)  devient  une  fonction  ](Xj^,...Xn)  ==  f(x)  ;  on  a  : 

Kx)=m. 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  devenues  Xi  et  celles  du  point 
infiniment  voisin  Q(x  -+-  dx)  sont  maintenant  a?»  4-  dxi,  les  dxi  sont 
liés  aux  dxi  par  les  relations  : 


^^i  =  ^^idxu. 


Or  la  différentielle  de  /,  c'est-à-dire  sa  variation  quand  on  consi- 
dère cette  fonction,  en  P  et  en  Q  est  : 

df  =  — — rfri  H-  — — dx^-^ h  ~~dx„ 

oxi  ax^  dxn 

la  variation  df  de  ~j{x)  est  de  même  : 

dj  =  —3  dXi  -\ —  rfFj'-i- i L-  dxn 

dxi  dx2  dx„ 

cependant  df  =  df  puisque  /  est  un  invariant,  de  plus  les  différen- 
tielles étant  des  variables  contra  variantes,  l'égalité  : 

±4Ld..=±^dx, 

qui  montre  que  les  deux  séries  de  variables     (  —~  )     et  (dx,)  sont 

\  OXi  / 
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df 

contragrédientes,  prouve  du  même  coup  que  les  nombres -r —  =  fi 

sont  les  composantes  covariantes  d'an  tenseur  du  premier  ordre, 
ou  si  l'on  veut,  sont  les  composantes  covariantes  d'un  vecteur, 
qu'on  appelle  quelquefois  le  gradient  du  scalaire  /.  On  a  donc  : 

où  fi=  — —    et  où  les  i'  sont  les  composantes  d'un  vecteur  indé- 
dxi 

pendant  du  lieu. 

Cet  exemple  simple  nous  permet  de  poursuivre.  Soit  un  champ 

de  tenseurs  du  4^  ordre   :  aik^m(Xj^...ûen)  ;  prenons  quatre  vecteurs 

'X,  y,  z,  t,  indépendants  du  lieu  et  formons  l'invariant  : 

qui  définit  un  champ  scalaire.  Si  l'on  change  de  coordonnées,  ce 
champ  prend  la  forme  : 

'cLiTlmt\^W^  =  J(x, , . .  .T„)  . 

D'après  les  premières  considérations  que  nous  avons  faites,  nous 
avons  : 

dxr  =  — ^  dXr, 

dXr  dXr 

ou,  puisque  seuls  les  Oik^m  sont  variables  : 


dXr  âx. 

Cette  égalité  prouve^  que  les  nombres  : 

daj.. 


""'"'  âx, 

sont  les  composantes  d'un  tenseur  du  5®  ordre. 

Ainsi  à  partir  du  champ  tensoriel  d'ordre  k,  on  forme,  par 
la  dérivation  des  composantes,  un  tenseur  d'ordre  fcH-l. 

Puisque  les  g^k  sont  des  constantes,  on  tire  de  l'équation  précé- 
dente : 


■^        '*     '  ^  ÔXr  âx,. 
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La  dérivation  et  V élévation  (ou  l'abaissement)  d'un  indice  sont 
deux  opérations  commutatives. 

On  peut  donner  une  forme  symtolîque  à  l'opération  de  différen- 
tiation.  Si  l'on  considère  les  opérateurs 

d  d  J_ 

dxi  Jxa  '  âXn 

comme  les  composantes  covariantes  d'un  vecteur  d,  les  compo- 
santes du  tenseur,  dérivé  d'un  tenseur  donné,  sont  les  composantes 
du  tenseur  produit  du  tenseur  donné  par  ce  vecteur  symbolique. 
-  Il  est  bien  évident  que  l'on  peut  dériver  autant  de  fois  que  l'on 
veut,  c'est-à-dire  multiplier  par  le  vecteur  symbolique  d,  autant  d-e 
fois  que  l'on  désire. 

Nous  allons  prendre  quelques  exemples  simples  dans  l'espace  à 
trois  dimensions  (|iii  nous  est  familier. 

I.  Imaginons  rcsp.uc  rempli  d'un  îîuide  dont  la  température 
est  en  chaque  point  le  nombre  T  {x^...Xn)  ;  le  vecteur  dont  les  com- 

posantes  covariantes  sont  les  nombres  Çi  =  --r — ^    n  est   pas  autre 

chose  que  le  gradient  de  la  température. 

II.  Supposons  qu'à  l'origine  des  coordonnées  on  ait  placé  une 
niasse  m.  En  chaque  point  P(x^...Xn),   elle  crée  un  potentiel   : 


V  = 


\/ 


S  ^ik^^-^fc 


dV       dV       âV 
le  gradient -T — >  -r — ?  —r — mesure  le  champ  de  force  créé  en  P 

par  la   masse   attirante   m.    Les   composantes  covariantes   de   cette 
force  sont  les  nombres  : 


dV  _  m  ^  ï.. 


ÏW"?''*'^^'^ 


A- 

•en  désignant  par  U  les  composantes  covariantes  du  vecteur  OP  et 
par  r  sa  longueur.  Dérivons  le  vecteur  y,   dont  les  composantes 
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«ont  les  nombres  ti  ;  on  obtient  le  tenseur  du  second  ordre  dont 
ntei 


les  composantes  sont     mk  =  -r-^  J     considérons  ses  composantes 


mixtes  ti*fc  =  -p- >    et  contractons  par  rapport  à  l'indice  i,  on  forme 

OXk 

ainsi  l'invariant 

à    /   .     dV\        ^.  Oni 

1=  r.',.  =  — ; — iq"'—, —     =  div  y  =  -t; —  =  AV. 
dxi  V     àxr  I  ^         dxi 

On  sait  qu'en  dehors  des  masses  attirantes  AF  =  0,  vérifions-le. 
On  a  : 


donc 


v  =  -- 

\      dri 

l      d^i         3S'        dr 

m     dx^ 

r-''     dx^         r*        dxi 

dx,         dx^ 

dxi             r       ' 

i        dri             3 

3  OikX^.Xi           3          3r2 

7/1      dxi           ?"^ 

•         ,5         =    ,3           ,5     -û- 

^•, 


III.  Etant  donné  un  champ  de  vecteurs  U,  formons  le  tenseur 
symétrique  gauche  : 

^     ^_àU _^ 

'''         dx^         dXi 

Dans  l'espace  à  3  dimensions,  ce  tenseur  n'ayant  que  trois  com- 
posantes distinctes  Cjj,  Cog,  C31,  on  le  représente  par  un  vecteur 
contravariant  qu'on  nomme  le  curl  de  X**.  Le  curl  d'un  gradient 

est  toujours  nul,  car  \i  =  — —  où  /  est  un  scalaire  et  les  Cik  sont  les 
dXi 

différences  de  deux  mêmes  dérivées  secondes. 

Remarquons  qu'en  général,  le  curl,  ou  mieux  le  tenseur  Cik  n'est 

pas  un  vecteur  ;  il  ne  peut  pas  être  non  plus  représenté  par  un 

vecteur. 

*)  Dans  ces  dernières  formules  les  x,  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  compo- 
->- 
sanles  contravariantes  du  vecteur  OP,  qu'on  ne  s'y  trompe  pas  malgré  la  position 
de   l'indice. 

**)  Sur  la  possibilité  de  celte  représentation,  voir  :  Weyl  :  Temps,  Espace, 
Matière,  page  37. 


CHAPITRE    V 

MULTrPLICITÉ  PONCTUELLE  QUELCONQUE 
MÉTRIQUE  RIEMANNIENNE 


Nous  avons  défini  plus  haut  la  notion  de  continuum  n-dimen- 
sionnel  :  c'est  l'ensemble  des  groupes  de  n  nombres  (Xj^...Xn),  ces 
groupes  étant  appelés  des  points,  quand  les  xi  varient  entre  cer- 
taines limites.  Les  nombres  xi  sont  dits  les  coordonnées  du  point 
P(x^...Xn).  On  peut  représenter  le  continuum  au  moyen  d'autres^ 
groupes  de  n  nombres;  alors  à  chaque  groupe  (Xj^...Xn)  correspondra 
un  nouveau  groupe  iXj^...Xn),  cela  revient  à  dire  que  les  Xi  sont  fonc- 
tion des  Xk  : 

Xi  =  Xi  (Xi...Xn)  (i=l,  2...n)  (1) 

ces  fonctions  étant-  supposées  continues  et  dérivables  autant  de 
fois  que  les  investigations  qui  suivent  le  nécessiteront  ;  les  formules 
(1)   définissent  un  changement  de  coordonnées,   si  le  déterminant 

D(Xi,   .      .  Xn) 

fonctionnel  — ^;^-— — '  _"     est  différent  de  zéro  ;   les  équations  (1) 

DiXi Un) 

peuvent  alors  être  résolues  par  rapport  aux  Xi,  soient  : 

Xi  =  Xi  iXi...Xn)  (i=  1,    2,...7î)  (2) 

les  formules  de  résolution,  les  Xi  (Xi...Xn)  étant  encore  des  fonctions 
continues  et  dérivables. 

La  notion  de  multiplicité  vectorielle  linéaire  attachée  au  conti- 
nuum suivant  les  lois  définies  au  chapitre  I  perd  ici  son  sens.  En 
effet,   les  différences  des  anciennes  coordonnées  y»  —  xi  de  deux 
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points  Qiji)  et  Pixi),  ne  sont  plus  en  général  des  fonctions  linéaires 
des  différences  des  nouvelles  coordonnées  yk  —  Xk  ;  par  conséquent, 
il  est  absurde  de  parler  du  vecteur  PQ  dès  l'instant  oii  l'on  admet 
que  les  fonctions  des  seconds  membres  des  équations  (1)  sont 
quelconques.  Toutes  les  définitions  et  leurs  conséquences  :  tenseurs, 
algèbre  tensorielle,  etc.  perdent  aussi  leur  sens.  Néanmoins  la 
transformation  quelconque  (1)  entraîne  une  transformation  linéaire 
de  certaines  séries  de  variables  attachées  au  continuum,  et  avec 
quelques  modifications,  il  sera  possible  d'appliquer  à  notre  nouvelle 
notion,  les  considérations  développées  dans  le  premier  chapitre.  Il 
est  essentiel  pour  la  clarté  de  ce  qui  va  suivre  de  dire  en  quelques 
mots  quels  sont  nos  desseins.  Jusqu'ici  nous  avons  étudié  les  con- 
tinua ponctuels  au  moyen  d'équations  qui  restaient  invariantes  pour 
toutes  les  transformations  linéaires  des  coordonnées  ;  ce  que  nous 
allons  tenter  c'est  une  étude  de  ces  continua  au  moyen  de  notions 
•et  de  formules  qui  resteront  invariantes  pour  toutes  les  transforma- 
tions (1)  des  coordonnées. 

Soient  deux  points  P  et  Q  dont  les  coordonnées  sont  respec- 
tivement les  nombres  xi  et  Xi  -+-  dxi  ;  les  formules  (2)  leur  confè- 
rent de  nouvelles  coordonnées  xi  et  xi  ■+-  dxi  [puisque  les  fonctions 
j^i  iXj^...Xn)  sont  continues],  et  l'on  a  bien  évidemment  : 

dxi  =  2  —5-  dxk  (i  =  l...n)     (3) 

&=i   0.1  k 

dxk='y.--^dx.  ik  =  l...n)     (i) 

Ces  équations  sont  linéaires  en  les  dxi  comme  en  les  dxk.  Re- 
marquons que  les  coefficients    o[  =  — i-    et    ^|  =  — -^  dépendent 

^^■^  dxk 

du  point  P  puisqu'elles  sont  des  fonctions  soit  des  x,  soit  des  x; 
c'est  pourquoi,  pour  l'instant,  nous  allons  porter  notre  attention  sur 
le  point  Pix)  et  sur  tous  les  points  Q(x-\-dx).  Il  est  facile  de  faire 
voir  tout  d'abord  que  les  formules  (4)  définissent  bien  la  trans- 
formation inverse  de  la  transformation  linéaire  définie  par  (3),  il 

suffit  de  multiplier  les  deux  membres  de  (3)  par  -^  et  de  sommer 
par  rapport  à  i,  il  vient  : 
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i     dXi  /,    »-  i     dx-     dxk  J 


^    dx,.     d.r,-    __    dx^.   _  ^^        (0     si  i^k 
i      dx,     dxh  âxk 


1     si  i  =  k 


puisque  les  Xi  sont  des  variables  indépendantes.  L'on  a  donc  bien  : 

^  dxj.  =    7j  — r-^  dx,. 
-*■   axi 

Les  coefficients  des  transformations  linéaires  (3)  et  (4)  sont  donc 
liés  par  les  relations  : 

'i 

et,  comme  on  le  voit  aussi  aisément,  par  les  relations  :  - 

qui  sont  analogues  aux  relations  (15)  et  (IG)  du  chapitre  L 

Au  point  P{x)  on  fait  donc  correspondre  l'ensemble  des  points 
Q{x-^dx)  dont  nous  dirons  qu'ils  sont  infiniment  voisins  de  F 
sans  qu'on  doive  attacher  pour  l'instant  à  ce  mot  aucune  signifi- 
cation quant  à  la  distance  des  points  P  et  Q  ;  les  nombres  dxi  sont 
les  coordonnées  relatives  de  Q  par  rapport  à  P  dans  le  premier  sys- 
tème de  coordonnées  considéré.  Les  coordonnées  relatives  de  Q 
par  rapport  à  P,  se  transforment  linéairement  ;  elles  forment  une 
série  de  variables  {dx^...dx,i)  dont  nous  dirons  qu'elles  sont  les 
composantes  contravariantes  du  vecteur  PQ  ;  (nous  les  disons  con- 
Iravariantes  pour  que  nos  dénominations  coïncident  avec  celles 
que  nous  avons  introduites  pour  les  continua  linéaires).  L'ensemble 
des  vecteurs  PQ,  Q  étant  infiniment  voisin  de  P,  est  -une  multipli- 
cité vectorielle  linéaire. 

Considérons  maintenant  une  fonction  f(x^...Xn)  du  point  P  ;  si 
l'on  change  de  coordonnées  par  les  relations  (1),  elle  devient  une 
fonction  7(ar,,...x„)  et  l'on  a  : 

fix)=f(x). 
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En  Q(x-i-dx),  la  fonction  vaut  f-hdf,  ou  avec  les  autres  coor- 
données j  -\-  df  ; 


mais  puisqu  on  a 


dj=di 


on  en  déduit  que  les  grandeurs  /i  =  ~T~'  ^^  ^^^  grandeurs  dxi,  for- 
ment deitx  séries  de  rmriables  contmgrédientes. 

Les  fi  sont  donc  des  variables  covnricmtes,  puisque  nous  disons 
que  îes  dxi  sont  des  variables  contravariantes. 

L'on  a  d'ailleurs  : 

<*/■  _  V,i  ''/ 

et  : 

É>5,      T     ^-^^ 

Plus  généralement,  nous  dirons  qu'un  ensemble  de  nombres 
($^..$")  attachés  au  point  P(x),  donc  fonctions  des  Xt  représente 
les  composantes  d'un  vecteur  contra  variant,  si,  par  un  changement 
de  coordonnées  (1)  et  (2),  ils  se  transforment  en  des  nombres 
($^..1^")  suivant  les  formules  : 

A-    àxh 


àx,   ,... 


et  les    nombres    (î)i...ti„)    qui    se    transforment    en    les    nombres 
(r\i...-t)n)  suivant  les  fornmles  : 

k     àx, 
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^ih  =  ^ 


àxk 


sont  dites  les  composantes  d'un  vecteur  covariant  attaché  en  P. 
Dans  les  transformations  précédentes,  il  est  bien  entendu  que  les 
dérivées  partielles  sont  prises  avec  les  valeurs  qu'elles  ont  en  P. 

En  fait  et  pour  résumer,  les  variables  contravariantes  se  trans- 
forment comme  les  différentielles  des  coordonnées  et  les  variables 
covarianies  se  transforment  comme  les  dérivées  par  rapport  aux 
coordonnées   d'une  fonction   du   point   P(,x). 

Il  est  dès  lors  possible  dans  un  continuum  quelconque  de  déve- 
lopper une  algèbre  tensorielle,  mais  il  faut  bien  insister  sur  ce 
point  essentiel,  c'est  que  cette  algèbre  est  toujours  relative  à  un 
point  bien  déterminé  du  continuum  puisque  les  coefficients  af  et 
p'i  des  équations  (1)  et  (2)  dont  les  relations  forment  la  clef  de 
toutes  nos  déductions,  dépendent  des  variables  xi  (ou  Xi).  De  même 
qu'il  est  impossible  de  parler  de  deux  vecteurs  identiques*  attachés 
à  deux  points  P  (x)  et  S  (y),  il  est  absurde  de  parler  de  deux  ten- 
seurs identiques  du  second  ordre  covariants,  relatifs  à  ces  deux 
points  P  et  S. 

Nous  n'avions  pu  achever  l'algèbre  tensorielle  dans  une  multi- 
plicité linéaire  qu'en  introduisant  une  métrique.  Pour  achever 
celle  dont  nous  venons  d'esquisser  les  prémisses,  il  suffit  de  définir 
la  longueur  d'un  vecteur  de  la  multiplicité  linéaire  vectorielle 
que  nous  avons  formée  avec  les  vecteurs  qui  joignent  un  point  P 
aux  points  infiniment  voisins.  Nous  n'insisterons  pas  sur  les 
raisons  qui  ont  poussé  Riemann  à  définir  la  distance  ds  qui  doit 
être  un  invariant  des  deux  points  P{x)  et  Q{x  +  dx)  par  la  relation  : 

i...n 

ds'  =  2  QikdXidxk  (A) 

i,  k 

où  les  Qik  sont  des  fonctions  de  P,  telles  que  le  déterminant 
1  gfij.  I  =  gf,  soit  différent  de  zéro,  sauf  peut-être  en  certains  points 
qui  sont  précisément  dits  points  singuliers  du  continuum  et  que 
nous  excluerons  toujours  du  champ  de  nos  investigations. 

*)  En  effet,  dire  par  exemple  que  deux  vecteurs  en  P  et  S  sont  identiques 
quand  ils  ont  les  mêmes  composantes  dans  im  certain  système,  ne  serait  pas  une 
définition  invariante  puisque  dans  un  autre  système  de  coordonnées,  ces  compo- 
santes ne  seraient  plus  les  mêmes,  précisément  à  cause  de  la  variabilité  des  «^ 
et  des    fsj"  avec  le  lieu. 
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En  définitive,  le  carré  de  la  longueur  du  vecteur  PQ  [P  (x)  et 
■Q  (x-h  dx)]  dont  les  composantes  sont  les  différentielles  dxi  est 
une.  jorme  quadratique  de  ces  différentielles  ;  les  coefficients  de 
cette  forme  sont  des  fonctions  du  point  P,  c'est-à-dire  des  va- 
riables  X^...Xn. 

Que  devient  cette  définition  lorsqu'on  change  de  coordonnées  ? 
Puisque  les  différentielles  dxi  sont  des  fonctions  linéaires  des  dxjc, 
la  forme  quadratique  (A)  des  dxi  se  transforme  en  une  forme  qua- 
dratique des  dxi,  appelons  gik  {x^...Xn)  les  nouveaux  coefficients; 
puisque  l'on  a   : 

^Qikdxidxk  =  ^Qikdxidxk 

on  tire,  d'après  (3)  : 

2  9ik—r -r-  dx^xi  =  ^Qi^dXidxk. 

i,A-         dx,.    dxi  i.k 

r,  t 

Ces  deux  formes  quadratiques  étant  identiques,  on  a,  en  identi- 
fiant les  coefficients  de  dx,dxt  : 

^-1        ôxi     dx,c        — 
ik         dxr    dx'i 

En  chaque  point  P(x),  les  Çik  se  transforment  par  covariance.  En 
d'autres  termes,  la  métrique  du  continuum  est  déterminée  en 
chaque  point  par  un  tenseur  covariant  du  second  ordre  dont  les 
composantes  sont  des  fonctions  de  ce  point. 

L'angle  6  de  deux  vecteurs  PQ  et  PR  où 

Pix^...Xn),       Q{Xj^-hdx^,...Xn-\-  dXn)y       et         R{x^-\-^Xi,...Xn+^Xn) 

sont  trois  points  infiniment  voisins,   est  par  définition  —  et  par 
analogie  —  donné  par  la  relation   : 

QikdXi^Xk 

cos  0  = 


\/gikdxidxk.gik^xSxk 

A  l'exemple  de  M.  Weyl,  nous  dirons  que  le  vecteur  contravariant 
(l^...l"')  attaché  en  P{x)  détermine  un  segment  dont  la  mesure  est 
donnée  par  le  nombre 

m  =  gikVl''. 
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Si   Ton   pose     Ç»  =  Ji^gihl^,     l'on    voit    sans   difficulté    que   ces 

k 

iionabres  h  se  transformeot  p.ir  ((Aaiiaiice  ;  l'on  cliru  que  les  1» 
sont  les  composantes  cavariantcs  du  vecteur  dont  les  l''  sont  les 
composantes   contravariantes. 

L'algèbre  tensorielle  est  ainsi  parachevée  et  il  est  possible  de 
répéter  ici  tous  les  résultats  des  chapitres  I,  II,  III.  Quant  à  l'ana- 
lyse tensorielle,  nous  ne  pouvons  pas  la  calquer  sans  autre  sur 
le  chapitre  IV  puisqiie  nous  ne  savons  pas  reconnaître  l'égalité 
de  deux  vecteurs  attachés  en  deux  points  différents  ;  or  cette  con- 
naissance est  à  la  base  même,  avons-nous  vu,  des  concepts  de- 
l'analyse  tensorielle. 

La  définition  très  abstraite  du  continuum  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  sera  rendue  plus  claire  si  nous  rappelons  les 
résultats  essentiels  de  la   théorie  des  surfaces. 

Imaginons  dans  l'espace  linéaire  à  trois  dimensions,  un  système 
de  coordonnées  rectangulaires  par  rapport  auquel  tout  point  de- 
l'espace  est  caractérisé  par  les  trois  nonvbres  x,  y,  z.  Deux  points 
infiniment  voisins  (x,y,z)  {x-\-dx,  y  +  dy,  z-\~dz)  déterminent 
un  vecteur  dont   la   longueur   ds   est   donnée   par   : 

ds^  =  dx^  +  dy--h  dzK  (5) 

Une  surface  est  le  lieu  des  goints  (ûé,  y,  z)  qui  dépendent  de  deux 
paramètres  par  les  relations   : 

X  =  f{u,v) 
y  =  g(u,v) 
z  =  h(u,v) 

Les  fonctions  f,g,h  étant  telles  que  les  trois  déterminants  fbnc- 

D{x,y)       D'y,  z)       Djz.x)  ,     >   ,     .  • 

tionnels   -— »    -7- -•    -7- r  ne  soient  pas  nuls  a  la  fois. 

l)[u,v)       D{u,v)        D{ic.,v)  ^ 

A  chaque  couple  de  valeurs  u  et  v  comprises  dans  certains  inter- 
valles correspond  uij  point  de  l'espace,  le  lieu  de  ces  points  est 
une  surface.  Donc  une  surface  est  un  continuum  à  deux  dimen- 
sions. 

On  sait  que  le  plan 

l>(U,VJl  J         C(./,t))l,  •'^  'A         /'(",!')L  J 
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est  le  lieu  des  droites  qui  passent  par  le  point  (u,u)  et  par  tout 
point  infiniment  voisin  (ii-f- c?u,  v-\-dv).  Dans  ce  plan,  il  est  pos- 
sible d'imaginer  une  multiplicité  vectorielle  linéaire  à  deux  di- 
mensions, les  vecteurs  y  ont  des  composantes  l^  et  l^  qui  se  trans- 
forment comme  les  du  et  les  dv  lorsqu'on  change  de  coordonnées» 
u  et  V  par  des  relations  quelconques   : 

u  =  u{u,v) 

V  =  v(u,v). 

Les  vecteurs  de  base  du  système  de  coordonnées  dans  le  plan 
sont  des  vecteurs  portés  par  les  2  droites  qui  supportent  l'une  le 
vecteur  PA,  où  A  est  le  point  (u-{-du,v)  et  l'autre  PB,  ovi  B  est  le 
point  (u,v-h  dv). 

La  métrique  de  la  surface  est  donnée  par  la  forme  (5)  oii  l'on 
remplace  dx,  (ly,  dz  par  leurs  valeurs  : 

,           de    ,         d.v    , 
dx  =  — —  du  H dv,  etc.  (6) 

Ou  Oo  ^  ' 

Cette  forme  devient  : 

di"  =  Edu'  +  ^Fdudv  -h  Gdv^ 


m-mn^ï 


/  = 

âx 
du 

dx 
do 

-1' 

du 

do 

+  ■ 

dz 
du 

dz 
do 

G  = 

\  dv 

■) 

'^\  do 

-h 

( 

dv  1 

ï 

li    l'on 

pose      H.  : 

=  ^,, 

V  = 

=  Xn,     on     a 

(^ 

'il  = 

E, 

Sfl2   =   fi'2,    =F, 

022  =  0.  Le  déterminant  \gij,\  =  EG  —  F^  est  différent  de  zéro, 
car,  en  vertu  de  Videntité  de  fragrance,  il  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  trois  déteiminants  fonctionnels  auxquels  il  a  été  fait 
allusion  plus  haut  ;  puisque  ces  trois  déterminants  ne  sont  pas  nuls 
à  la  fois,    \gij,\  y£  o. 

Soient   trois   j)oints   dans   l'espace    : 

P(x,y,z),    0(x-^-dx,y-{-dy,z-hdz),  /?(x  +  Sx,  y  +  5y ,  z -(- Sz) , 

l'angle  a  des  deux  vecteurs  PQ  et  PR  est  donné  par  la  relation  : 
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dxox  -h  dijùu  -h  dzcz 
COS   a  = -.  (7) 


S/^dx^-'^^OX^ 


En  supposant  que  les  trois  points  soient  sur  la  surface,  Q  étant 
le  point  (u+  du,  v  +  dv),  R  le  point  (ii+  Su,  v  +  Zv),  l'angle  a  des 
deux  vecteurs  infininuMil  petits  PO  et  PR  situés  sur  la  surface,  ou  si 
l'on  veut  encore,  l'angle  des  deux  droites  qui,  dans  le  plan  tan- 
gent en  P  à  la  surface,  passent  par  P,Q  et  P,R  est  donné  par  l'équa- 
tion : 

Eduùii  +  F(duùv  -+-  dvZu)  +  GdvZv 


cos  a  = 


ds.l 


comme  le  montre  la  formule  (7)  où  l'on  remplace  les  dx  par  leur 

■,.„■.         1      r,  àr    ,  àx  ^ 

valeur  (6),  et  les  Zx  par     -r—  ou  h — -—ou. 
Ou  ào 

L'aire   du   triangle   infinitésimal   POR   tracé   sur  la   surface   est, 

aux  infiniment  petits  du  4^  ordre  près  : 

i 

do  =  —  f/sSs  sin  a. 

Cette  aire   s'exprime   au  moyen   des   gijc,    c'est-à-dire   au   moyen 
des  E,F,G  ;  on  trouve  en  effet   : 
1 


do  =  —  {duZo  —  dvou)    s/EG  —  F^ 

Les  formules  obtenues  restent  les  mêmes  quelle  que  soit  la  re- 
présentation paramétrique  utilisée. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  métrique  des  surfaces, 
le  cas  est  bien  classique.  Néanmoins  rappelons  rapidement  cer- 
taines définitions  relatives  à  la  géométrie  globale  —  et  non  plus 
différentielle  —  de  la  surface.  Une  courbe  G  tracée  sur  la  surface, 
est  le  lieu  des  points  P(u,v)  dont  les  coordonnées  sont  des  fonc- 
tions d'un  paramètre  : 

u  =  9(0 

V  =  ^|<0 

A  la  valeur  t  du  paramètre  correspond  un  point  P  de  la  courbe, 
à  la  valeur  t  -+-  dt,  si  <p  et  oj)  sont  continus,  correspond  le  point 
Q(u.-\-du.,  v  +  dv),  avec  : 
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du  =  (^'(t)dt 

dv  =  ^>'(t)dt  ; 

la  longueur  ds  du  vecteur  PO  est  donnée  par  : 

ds-  =  H(t)  dt- 
où 

H(t)  =  E[^(t),  yiit)]^"(t)  +  2F(?  ,iiO?>'  +  G(<?,ip)x|)'2. 

Soient  alors  deux  points  A(to)  et  B  (t^)  de  la  courbe  C.  Par  défi- 
nition, la  longueur  de  l'arc  AB  de  C  est  : 


=    jds  =    UH{i)dt. 

A  <„ 


De  même  qu'une  surface  de  Gauss  est  définie  à  l'intérieur  d'une 
multiplicité  ponctuelle  linéaire  à  3  dimensions  par  des  équations 
paramétriques  en  u,  v,  de  même  on  peut  définir  à  l'intérieur  d'une 
multiplicité  ponctuelle  linéaire  Mh  à  k  dimensions  un  continuum 
Cn  à  n  dimensions  (n  ^  fc)  par  des  équations  paramétriques.  Soient 
par  exemple  {y.^...yk)  les  coordonnées  d'un  point  Mk  et  supposons 
que  les  coefficients  de  la  forme  métrique  fondamentale  soient  les 
nombres  (constants)  G,.^]  la  distamce  ds  de  deux  points  infiniment 
voisins  (y,)  et  (y,  +  dyi)  est  donc  donnée  par  : 


rf5  2  =^  G,Jy,dy, 


Supposons  que  les  ji  soient  fonctions  de  n  paramètres  {Xy...x.„)  ; 
à  chaque  groupe  de  valeurs  {x^...Xn)  correspond  un  point  Piy-^.-.jk) 
de  la  multiplicité  Mu-  Le  lieu  de  ces  points  est  un  continuum 
à  n  dimensions  Cn- 

Soient  donc 

yi  =  yt(.x^...Xn)  (i  =  l...k) 

les  k  équations  de  définition  de  C„.  Les  fonctions  y»  sont  telles  que 

ryfy  ■  Y"         Y  •    } 

les  déterminants  fonctionnels  — ^l'"'^'",'"     ne  sont  pas  tous  nuls. 

DiX^...Xn) 

Le  ds'  qui  donne  la  métrique  de  d  est  : 

l...n 

ds'  =  ^  gudxidxi 
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■r,  s  '  ' 

Réciproquement,    tout  continu  Cn  dont  la  métrique  est  donnée 
par  la  forme  : 


''-^ 


(judxidxi 


peut  être  considéré  comme  plongé  dans  ime  multiplicité  ponc- 
tuelle linéaire  Mk  (/>'  ^  n)  dont  le  nombre  k  des  dimensions  est  à 
déterminer  et  dans  laquelle  par  conséquent  la  métrique  est  donnée 
par  une  forme  à  coefficients  constants   : 

En  effet,  pour  cela,  il  faut  déterminer  /c  fonctions  yi---yk  des 
variables  Xy...x,,.,  ces  l'onclions  satisfaisant  aux  équations  aux  déri- 
vées partielles  : 


,■1) 

Ces   équations   au   nombre   de  — ^ — ^ d(M\ont    déterminer    k 

fonctions  ji.  Cette  détermination  est  effectivement  possible,  la  dé- 
monstration nous  entraînerait  trop  loin.  On  conçoit  dès  lors  qu'il 
soit  possible  de  parler  d'une  multiplicité  vectorielle  linéaire  M» 
tangente  à  la  multiplicité  Cn  en  un  point  P{Xy^...Xn),  c'est  le  lieu  des 
droites*  qui  joignent  P  aux  points  infiniment  voisins  0{xi -\- dxi) , 
cette  M„  est  définie  au  moyen  d'équations  linéaires  eli  les  coordonnées 
courantes  Y^...Yk  relatives  au  système  employé  pour  les  points  de  la 
M]c,  ces  équations  linéaires  sont  au  nombre  de  k  —  n. 

Une  courbe  C,  tracée  dans  le  continuum  Cn,  est  le  lieu  des  points 
dont  les  coordonnées  x,   sont   fonctions  d'un   paramètre    : 

•)  Nous  supposons  ici  connus  les  rudiments  de  la  géométrie  analytique  d'un 
espace  à  k  dimensions.  Dans  un  tel  espace  la  droite  qui  joint  les  points 

P(«/},  ...,»/,^)  et         Q(y\,...,yl) 

a  pour  équations  paramétriques  : 

Yi  =  ;/,J-+-<(j2-y].)(i  =  1,  k), 
c'est  un  continuum  à  une  dimension. 
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Xi  =  Xi{t)  (i=l,2...n) 

La    longueur    de    lare    de    courbe    compris    entre    deux    points 
A{xi{tf,)]  et  B[xi{t^)\  est  donnée  par  l'intégrale    : 


^/H{1)dt 


où  : 

1 n 

H{t)  =  2    9ii[xh{t)]x'i(t)x'i(t). 

Equivalence  de  deux  formes  quadratiques  de  différentielles. 
Etant  donnés  deux  continua  C„  et  C„  à  n  dimensions  chacun, 
rapportés  le  premier  à  un  système  (x^...Xn)  le  deuxième  à  un  sys- 
tème (Xi...x„),   telles  que  leurs  métriques  soient  définies  respecti- 
vement par  les  formes  : 

Qikdxidxk    et     gikdxidxk, 

l'on  dit  que  ces  deux  continua  sont  applicables  l'un  sur  l'autre 
s'il  est  possible  de  trouver  n  fonctions  Xi  =  Xi(Xj^...Xn),  telles  que 
la  première  forme  quadratique  de  différentielles  se  transforme 
identiquement  en  la  seconde,  lorsqu'on  elTectue  précisément  la 
transformation  définie  par  ces  fonctions.  Les  deux  formes  diffé- 
rentielles sont  dites,  dans  ce  cas,  équivalentes. 
Pour  que  les  deux  formes  soient  équivalentes,   il   faut  que   les 

nin-\-l)    ,        .  ,,  .    , 

fonctions  x^ix)   satisfassent  aux équations  aux  dérivées 

partielles   : 

_  àx^     dx, 

Oxi     âxk 

Puisqu'il  n'y  a  que   n  fonctions  inconnues,    il  faut  que  les  Çik 

€t  les  Qrs     soient   liés   par  certaines   relations,    indépendantes   des 

dx,, 
dérivées  partielles    — 3— • 
dxj 

Nous  n'allons  pas  étudier  le  problème  de  l'équivalence  pour 

lui-même,    nous   allons   simplement   en   amorcer   la   solution  ;   ce 

début   de  solution  permet  en   effet   de  donner  une  excellente   et 

rapide   démonstration   de   la   covariance   ou   de   la   contravariance 
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de  certaines  fonctions  qui  s'introduisent  très  naturellement   dans 
le  cours  ultérieur  de  nos  recherches. 

(PXi 

Calculons   les   dérivées   secondes  — ^^ — —;   Christoffel  a    proposé 

dx,.dx^. 

une  méthode  dont  voici  les  détails   :   dérivons  les  deux  membre» 
des  équations  (8)   par  rapport   à   xi,    en  ayant  égard  au   fait   que 

âf{Xi . . .  Xn)    _  Y^    àf     âx,.  âf     dxr 

dXi  r       àXr      àxi  âXr       ÔXi 

en  supprimant  le  signe    \j.  Il  vient  : 


âgif,  _  âg,.s  àxf  âx^  dxs    _        /    d^x,-     âx  â^x^      dx 


dxi         dxf   âxi   ôxi   dxk  \  dxidxi    dxjc         dx^dx 


xi 


dx,  ) 


Calculons  de  même    -tr'    ^^ ~r"  j  ^n  changeant  convena- 

âx,i  dxi 

blement  les  indices  muets  pour  pouvoir  grouper  ensuite  conve- 
nablement les  termes  et  en  remarquant  que  ,9,.*^' *  —  â'/s^^'*?  quel 
que  soit  le  tenseur  é^,  on  trouve  : 

ôxii  dXg    dxk    àxi    ôxi  \  ùiidxk    àxi         ôx^ùxi    ôxi 


f^9ki  _        (^9ts   ^^'r   ^-^s    àxt  (    d^'Xg      dxj.  _^    d^r^,     dr^ 

ôxi  dx''   dxi    dxit    dxi 


I    d'-Xg      dx^         d^x^,     dxg  \ 
V  dx/edxi    à  Cl        diiâx-   àx^  ' 


Additionnons  ces  trois  équations  membre  à  membre   et  posons 
pour  abréger  : 


"^    ^    dxi  dxk 


Ces  fonctions  se  comportent  comme  les  composantes  de  tenseurs 
du  3^  ordre,  covariantes  pour  les  trois  indices,  relativement  à  toute 
transformation  linéaire  des  coordonnées,  ce  ne  sont  donc  pas  des 
tenseurs  au  sens  que  nous  donnons  à  ce  mot,  dans  la  géométrie 
riemannienne.   Remarquons  que    : 
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r,,,r  =  r,/,r . 

Nos  calculs  donnent  alors  : 

^T^  r.  r.        ^^<,    '^^1    à-r,.  d^x,      dx^ 

2  Tki,i  =  2  Tst,r  -if-  -n-  -r-  -+-  2  ^.,    _  1    -~  '         (9) 
dxi;    dfi    dxi  dxjidxi    àx^ 

divisons  par  2  cl  multiplions  les  deux  membres  par  g"*    _"    ,  puis 
sommons  par  rapport  à  m.  Remarquons  alors  que  : 


dx,^    âXi 

et  que 

9"''9rs  =  Sy, 

il  vient  alors  : 

-mi-p        dr^         ^^      d^x^ 

âx, 

âx„,             âxkdxi 

dx, 

Posons  maintenant   : 

rT,„  =  r.;- =  h/ ! 

les    Fjg*     sont  covariants  en  a  et  p  et  contravariants  eu  S  pour  des 
transformations  linéaires  de  coordonnées.  Comme  d'autre  part  : 


â-r,  d-x„ 

&" =  


dxhdxi         dxkdxi 

nos  équations  sont  résolues  par  rapport  aux  dérivées  secondes  et 

l'on  a  : 

(y\r,,  ^.r,  'dxt         -=  m  dxu  ... 

\st   —^7-  -77-  =   lia     -3—  (lU) 


dxkdxi  dxk    dx,  àx„^ 

et  de  même 


hr-^-  m 


d^Xu  _      àxs    dXf        _-  m  âxt 

_    _    -t-  \st"-  —z. ZT"  =    '  _ 

dxkdx^  dxk    àxi  dx„ 

iVous  allons  écrire  maintenant  que  ce  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  est  intégrable,  il  faut  exprimer 
pour  cela  tout  d'abord,  que  l'égalité  : 

Calcul  tensoriel.  5 
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(Px,,  d^Xu 

_    _   _•  =  -^-z^-  (12) 

dx/cdxidx^  dx/^dx^dxi 

est  une  identité.  Dérivons  donc  les  deux  membres  de  (10)  par 
rapport  à  xi,  ceux  de  (11)  par  rapport  à  xi  et  soustrayons  membre 
à  membre  les  équations  obtenues  ;  en  tenant  compte  de  (12),  il 
vient  : 

r)r,/"        dx,,     dxi     dcr         dïst^'     dxg     dXf     dx^  ^^     d'x^      dr, 

dxj,        dxk    dxi     dxi  dx^     dx^     dx-     dxi  dx^dxi    dX[ 

d-Xg     dxt 


-n," 


dxi^dxi  dxi 
dJkT  dj^^  __dTjJ^  dx^     j  m    dV„  ^    à^x,, 

dXi    dxm        dxi    dxm  dx,ndx^  dxmdx 


Changeons  les  indices  muets  dans  la  V  ligne  et  remplaçons  les 
dérivées  secondes  par  leurs  valeurs  (10)  et  (11).  Il  vient  : 


/  Jr,,"         dTst"  \  dx, 
\    dxf           dXr   ^  àxh 

àxr    dx,                  ^   dxt     dxp    dr^ 

_            ■:2.     ■          ^  st    \  pq            _              _              _ 

dxi     dx^                     dxi     dxu    dxi 

.    r   «r    .    ^-^^      ^^^'     ^^'/      ,    r   "r    "'    ^""^     ^"^^          r    »r    -<    ^'"^ 

-\-\si\pq             _•      ■       _     ■           _         -\-\sl     \  ki            _                  _■                l  st     l  kl               _ 

dXi     dxh    dxi                     dxm    dxi                      dx,„ 

dx, 
dxi 

/  dhr         dî/cr  \  dx„ 
\    dxi            d'^i    ^  àlc„, 

■=r  .^    „  dx,,     _     _   „  dx,, 

-f-  F/,/"  r,„i' Fa-;"'  r,.^'  — 

dx,                   dx. 

T  ,»r  .  ^"^^     àXf      ,  -p   „,^  „  dx, 

—  fkii^t-^ z — *-  'ki'st  —zr 

dXm      dx,                                  dXm 

dxt 
dx, 

Les  deux  derniers  termes  de  chacun  des  membres  s'entre-détrui- 
sent  lorsqu'on  les  fait  passer  tous  dans  un  même  membre.  En  chan- 

dx 
géant  les  indices  muets  et  en  mettant  en  facteur  les  dérivées  — —^ 

àx^ 
il  vient  : 

L    àx,  dx,  J    ^^.^^     ^-^     ^-^. 

—  I  — ::: 1^ f-  t  a-^  \si    —  ïkf  ïsi    I  —3-  • 

L     djL,  dx,  -i  dxm 
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Dans  chaque  crochet,  on  trouve  des  fonctions  qui  se  forment  à 
partir  des  Çik  ou  des  g,.,  de  la  même  manière.  Posons  pour  abréger  : 

"•'■"  =  ^  -  ^  +  ■■■•■'  ''■"  -  '"'  '•>•■"  '       (*=•> 

l'équation  qu'on  vient  d'obtenir  s'écrit  alors  : 

dx.     dxr    dxi         _         Jx„  ,,.^ 

R/\rt  -^  —ZT  —é-   =  ^^"',11  -^  •  (14) 

..         .         .  àxr, 

Enfin  en  posant 
et  en  remarquant  que 


dx. 

dx, 

âXi 

9^ 

■XV  Rs* 

,rt   = 

R. 

<j,rt 

Qui' 

dxu 

àx„ 

àx, 
dx, 

■  = 

9" 

il  vient,  après  multiplication  des  deux  membres  de  (14)  par  g,, 
et  sommation  par  rapport  à  u  et  v  : 


dx,. 
dxj 


dx,     dx^     dx,.     dxi         - 

nsv,rt — 3 H Z~    =    tfjh;li.  (lOj 

dXj     dxk     dxi     dXj 

Les  fonctions  Rsr,rt  (et  Rjk,ii)  sont  donc  les  composantes  cova- 
RiANTES  d'un  champ  de  tenseur  du  4®  ordre,  qu'on  appelle  le  ten- 
seur de  Riemann.  Les  fonctions  /?.»",,<  (et  Rk"\ii)  sont  des  compo- 
santes du  même  tenseur,  elles  sont  trois  fois  covariantes  [en  s,r,t 
(ou  en  k,l,i)]  et  une  fois  contravariantes  [en  u,  (ou  en  v)]. 

C'est  là  le  seul  résultat  de  la  théorie  de  l'équivalence  de  deux 
formes,  qui  nous  sera  utile. 

Propriétés  des  symboles  de  Christoffel  et  du  tenseur  de  Riemanw 

D'après  leur  définition,  les  symboles  de  Christoffel  de  première 

espèce  j       I  (=  Tik,i)  sont  symétriques  en  i  et  k.  Ce  ne  sont  pas 

des  tenseurs  covariants  car  les  formules  de  transformation  (9)  mon- 
trent que  les  fonctions   ïik,i  se  transforment  par  covariance,  seule- 

d^x, 

ment  si    — - — —  =  o,    c'est-à-dire   seulement   si   les   formules   de 
dx,  dx, 

traiisforniation  sont  linéaires. 
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I  =  9'' j  1/ =  rj";;.)  est  symétrique  en  i  et  fc;  ces  fonc- 
tions sont  covariantes  en  i  et  k  et  contravariantes  en  r  pour  des 
transformations  linéaires  de  coordonnées.  Il  y  a symboles 

de  Christoffel  de  V^  espèce  et  autant  de  seconde  espèce  ;  en  effet 

les  nombres  de  combinaisons  avec  répétitions  de  n  lettres  deux  à 

n-(n-+-l)      ,       ,  ,        ,  .,  , 

deux  est ,  c  est  le  nombre  des  groupes  ik  ;  or  avec  chacun 

de  ces  groupes  on  peut  former  n  groupes  i,k,l,  ce  qui  en  donne 

n^(n-h\) 
bien  en  tout 

Nous  pourrions  écrire  suivant  la  convention  sur  les  expressions 
symétriques  par  rapport  à  deux  indices,  F^  au  lieu  de  f,/;  mais 
puisque  ce  livre  est  une  introduction  au  calcul  tensoriel,  nous  n'uti- 
liserons pas  cette  convention  à  propos  des  symboles  de  Christoffel, 
dans  lesquels  nous  aurons  très  souvent  à  monter  ou  à  descendre 
le  3®  indice. 

Nous  avons  reconnu  que  les  symboles  de  Riemann  sont  bien  les 
composantes  d'un  tenseur  du  4*  ordre.  Voyons  les  propriétés  des 
composantes  4  fois  covariantes  :  Rsv,rt  (qu'on  écrit  parfois  {sv,rt)). 
Puisque  : 

lisv,  rt  =  guvJ^s^.rt 

on  se  rend  aisément  compte  par  un  calcul  simple  en  se  référant 
à  l'expression  de  Rs\rt  (qu'on  écrit  aussi   |  su,rt  jjque  : 

r,                      d^sr,v              dXst.v  -         _      .  _         p     ■ 

tlsv,  rt  =  — T :; 1-  i  st,i  l  «)■'  —  l  sr,i  l  vt 


ou  aussi 


j.  d[sr,v  C^r.ç^t,  r     i  r  r     7  r 

^"'''■'  ^-â^, ^  H-r.,'r.,,--r..^n.,,-. 

On  a  d'ailleurs  : 

dïsr,v  dTsLv     ^      i    /   (fgrr  d'^st d^Q^r  â^gtv      \ 

ijxt  àxr  'i  \âxsdxt       dxvàxr         dxvàxt         dxgdxr  j 

Tous  ces  développements  montrent  que 

Rsv,rt  =  —  Rvs,rl^ 
Iisv,rt  =  —  R*i,lr, 
Iisv,rt  =  -+-  Brt,vS' 
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On  peut  grouper  les  indices  deux  par  deux,  les  composantes  du 
tenseur  de  Riemann  sont  symétriques  gauches  par  rrpport  aux  deux 
indices  de  chaque  groupe,  mais  elles  sont  symétriques  par  rapport 
à  chaque  groupe. 

On  voit  encore  par  un  calcul  simple  que  les  symboles  Rsv,rt 
jouissent  de  la  propriété  cyclique  suivante  : 

Rsv,rt  -\-  Rsr,tv  •+-  Rst,vr  =  O. 

Le  premier  indice  restant  fixe,  on  permute  circulairement  les 
trois  autres,  la  somme  des  trois  composantes  ainsi  formée  est  nulle. 
En  vertu  des  propriétés  de  symétrie,  on  peut  dire  que  cette  pro- 
priété cyclique  est  vraie  quel  que  soit  le  rang  de  l'indice  qui  reste 
fixe  dans  les  permutations. 

Le  nombre  des  composantes  distinctes  et  non  nulles  du  tenseur 
de  Riemann  est  un  peu  plus  difficile  à  obtenir  que  le  nombre  des  sym- 
boles de  Christoffel.  Puisque 

Rij^^Un  =  -  Rki,l,n 

on  a  : 

RiiM  =  0. 

Il  y  a  donc '  assemblages  de  deux  indices  qu'on  peut 

combiner  entre  eux  pour  former  des  composantes  non  nulles  ;  soit 

n  (n  —  1) 
N  le  nombre Puisque 

Rikjm   =    Rlm,ik 

les  groupes  que  l'on  doit  prendre  dans  ces  N  assemblages  sont  en 
nombre  égal  à  celui  des  combinaisons  avec  répétition  de  N  objets 
pris  deux  à  deux,  c'est-à-dire  : 

N{N-h\)  1    rî(n  — nrn(n  — 1) 


(n—  l)(n*— n-+-2) 


=  M. 


Cependant  les  composantes  i^insi  obtenues  ne  sont  pas  encore  dis- 
tinctes, il  existe  entre  elles  les  relations  cycliques  mentionnées  ci- 
dessus.  Parmi  ces  relations,  celles  qui  proviennent  de  l'une  d'entre 
elles  par  la  même  permutation  des  indices,  ne  sont  pas  distinctes 
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puisque,  par  les  relations  de  symétrie,  elles  se  réduisent  toutes  à 
l'une  d'elles.  D'autre  part,  celles  qui  sont  relatives  à  des  compo- 
santes dont  deux  indices  sont  identiqaes,  se  réduisent  à  l'une  des 
conditions  de  symétrie  gauche.  Donc  toutes  les  combinaisons 
sans  répétition  des  n  indices  pris  quatre  à  quatre,  donneront 
une  relation  cyclique  ;  et  il  n'y  a  que  celles-là  qui  soient  distinctes  ; 

1     .  ,  ,      ^{^ — ^)"  —  2j(w  — 3) 

le  nombre  de  ces  relations  est  donc  de  .   ^  .,    , ^ • 

1.2.3.4  ' 

les  M  composantes  que  nous  avons  déterminées  sont  liées  par  ces 

relations  ;  il  y  a  donc  : 

n{n  —  t)(n2  —  n  4-  2)         n(n  —  i){n  —  2)(n  —  3)  n^n^  —  i ) 
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composantes  distinctes  du  lenseur  covariant  de  Riemann. 

Contractons  le  tenseur  de  Kieniaïui  ;  pour  cela  égalons  un  indice 
inférieur  des  composantes  Rs'^rt  à  l'indice  supérieur  et  sommons 
par  rapport  à  cet  indice  commun.  Si  l'on  fait  s  =  u,  on  a,  à  cause 
de  la  symétrie  gauche  Ifu\st  =  o.  Posons  alors  ii  —  r  (le  cas  u  =  t, 
s'y   ramène   immédiatement)   et   écrivons    : 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut  (p.  41) 

lit  =  Itts. 

C'est  ce  tenseur  du  second  ordre  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans 
la  théorie  einsteinienne  de  la  gravitation.  Formons 

(^'''Rst  —  g'"Ris  =  R'I 

et  contractons   de   nouveau,    en  posant 

R\  =  R. 

R  est  un  invariant  absolu  ;  c'est-à-dire  que  le  champ  scalaire 
défini  par  la  fonction  R  ne  change  pas  de  valeur  ni  de  forme, 
quand  on  soumet  l'expression  analytique  qui  la  représente  à  une 
transforaiation  quelconque  de  coordonnées. 

Donnons  l'expression  de  Rst  ;  on  a  d'après  (1-3)   : 

fl.,  =  iIii:_-^[i^^r„/r,v-r..,'T,... 

Le  lenseur  du  second  ordre  Rst  est  dit  le  tenseur  de  courbure. 
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Remarque   sur   les  Jormes   différentielles   à   coefficients    constants. 

Pour  une  telle  forme  les  /?iA:,ZmSont  tous  nuls.  Or,  si  l'on  change 
•de  coordonnées,  les  coefficients  de  la  forme  métrique  ne  restent 
pas  forcément  constants,  mais  les  nouveaux  Hikjm  qui  s'expriment 
linéairement  en  fonction  des  anciens  en  verlu  de  leur  covariance, 
sont  encore  nuls.  La  théorie  de  l 'équivalence  Je  deux  formes  qua- 
dratiques développée  plus  amplement  que  nous  ne  l'avons  fait, 
démontre  la   réciproque  de  cette   proposition. 

Application  aux  surfaces  ordinaires.  —  Soit  une  surface  de  Gauss 
dont  le  ds-  est   : 

ds^  =  Eda-  H-  2Fdadv  +  Gdu* 
On  a  : 

gr,  =  E,       g,,  =  g,,=F,       g,,  =  G;        \g,,\  =  g  =  EG -F' 

il    —   —  12    _       21    _      ^  22    _    _^ 

9       -     g^  9       -  y       -         ^       '  ^       -     g    ' 

Les     — — =  G  symboles  de  Christoffel  de  1"'^  espèce  sont  :  * 

L    l   J  ~    ^     àa'     L    1    J  ~    2     dv   '     l    i     \~     do  -2     du 

^  }~  du  ~  Y 17'  [  2  J  ~  "7  "J7'    L  2  J  "^  T  ~' 

Ceux  de  seconde  espèce  au  nombre  de  6,  sont  : 
11  du  du  do         il  du  du  do 


i)  iL{EG-t-')  (2i  ->{tG  —  F^) 

ilz  do  du  J2  du  do 


^2{^EG  —  t')  |2j  2[EG-F-^) 

,dF  dG         dG  ^^^dF      ^^dG       ^dG 

'-d^-^^^-^'To      (221     -^'17^' 77^^1)7 


(i)  2iEG-F-^)  |2i-  ±{EG~F') 

*)  Nous  suivons  ici  presque  textuellement  les  calculs  de  Blanchi  :  Vorlesungen 
iiber  Differentialgeometrie,  Teubner,  Leipzig,  2te  Aufl.   1910,  p.   66. 
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n2(n2  — 1) 
Puisque — =1,  il  n'y  a  lieu  de  calculer  qu'un  seul  sym- 

bole  de  Riemann  de  1"  espèce  :  /?i2,i2-  Calculons-le  dans  l'hypothèse 
où  F  =  o 

1    d'F         1    d'G  i      r^/  àb'V      ^(  ÙG 


iiyiA'i.  = 


-2    ào'-         2    âu^     ■    kEGl    \  ôo  J  \  au 

ÔE    âG        „  dE    ÔG 


n^ 


_r— —     F  1 

au      au  ()o      âv  J 

Or,  dans  le  cas  où  n.  =  2,  on  a  : 

^„,„  /^iîi_i§iiiy.         (16) 

\  âxi    dx.2         d'-i    d^i  / 
C'est  en  effet  à  quoi  se  réduisent  les  équations  (15). 

Dix  ,Xo) 
Or  le  déterminant  fonctionnel  J  =  — J'_'  '   est  égal,  d'après  la 

n{x„x.;) 

théorie    élémentaire    des    substitutions    linéaires    à 
l'équation  (16)  s'écrit  donc  : 

I  ^,7.  1  I  9.k  I 

La  fonction  — — ^  est  donc  un  invariant  dans  le  cas  des  surfaces 
9 
ordinaires,  on  l'appelle  la  courbure  totale  de  la  surface  au  point 
considéré.  Calculons  les  invariants  pour  le  cas  où  E  =  R^  et 
G  =  R^  sin^u  ;  ces  deux  fonctions  sont  les  coefficients  de  la  forme 
métrique  de  la  sphère  de  rayon  /?.  quand  on  prend  la  colatitude  u 
et  la  longitude  v  comme  coordonnées.  L'expression  de  Ri2,i2 
devient  : 

/?.,,,-  =  R^\—  cos  2a  H r-T-  ■   sin^  2u      =  R^  sin^  u 

L  4  sm^  u  J 

or  g  =:  R^  sin~u  ;  par  suite  : 

9        Ji'  ' 

Plus  généralement,  si  /?i  et  i?2  sont  les  rayons  de  courbure. prin- 
cipaux de  la  surface  au  point  P,  la  courbure  totale  de  la  surface 

i 

en  P  est  ■    et  l'on  a  bien  : 
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LE  DÉPLACEMENT  PARALLELE 
D'APRÈS  M.   LEVI-CIVITA 


On  doit  à  M.  Levi-Civita  la  définition  et  l'application  d'une  très 
importante  notion  pour  l'analyse  d'un  continuum  riemannien  Cn  '• 
celle  du  parallélisme  de  deux  vecteurs.  Dans  un  très  beau  mémoire 
paru  dans  les  a  Rendiconti  dcl  Circolo  matematico  di  Palermo  » 
(1917),  le  savant  géomètre  italien  définit  ce  qu'il  faut  entendre  par 
les  expressions  :  vecteurs  parallèles  et  déplacement  d'un  vecteur 
parallèlement  à  lui-même.  A  vrai  dire,  en  analysant  dans  le  détail 
le  mémoire  que  M.  Levi-Civita  a  publié  en  collaboration  avec 
M.  Ricci,  en  1901  dans  les  ((  Mathematische  Annalen  »  (Bd.  54), 
je  crois  qu'il  ne  serait  pas  difficile  d'y  dégager  déjà  la  notion  de 
parallélisme.  M.  Hadamard  a  remarqué  dans  les  conférences  d'ana- 
lyse de  mémoires  mathématiques,  qu'il  préside  au  Collège  de 
France,  que  Darboux,  grâce  à  ses  travaux  sur  la  courbure  géodé- 
sique  des  surfaces  et  à  l'aide  de  la  méthode  du  trièdre  mobile, 
utilisait  déjà  cette  notion  pour  les  surfaces  ordinaires  sans  d'ail- 
leurs qu'il  en  eût  dégagé  toute  l'importance.  Mais  la  caractéristique 
du  mémoire  de  1917  c'est  que  l'idée  mathématique  est  dégagée  avec 
beaucoup  de  netteté  et  que  l'importance  du  grand  nombre  des 
résultats  ne  le  cède  en  rien  à  l'élégance  des  méthodes  analytiques 
employées.  M.  H.  Weyl  dans  ses  leçons  sur  la  théorie  de  la  rela- 
tivité, a  retrouvé  les  résultats  essentiels  de  M.  Levi-Civita  par  des 
considérations  purement  intrinsèques  et  en  particularisant  la  défi- 
nition très  générale  qu'il  a  donnée  de  la  métrique*. 

*)  Voir  Weyl.  T.,  E.,  M.,  cli.  II.  La  connexion  affine. 
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Nous  développerons  ici  la  méthode  de  M.  Levi-Civita.  A  un  point 
P{Xi...Xn),  d'un  continuum  riemannien  Cn  nous  savons  qu'on  peut 
rattacher  une  multiplicité  linéaire  vectorielle  Mn  à  n  dimensions, 
chaque  vecteur  étant  défini  dans  Mn  par  ses  composantes  contra- 
variantes  (^'...^")  ou  par  ses  composantes  covarian\es  li=gikV'; 
géométriquement  cette  multiplicité  Mn  n'est  pas  autre  chose  que 
la  multiplicité  linéaire  tangente  à  C;i  en  P  ;  elle  est  formée  de  tous 
les  vecteurs  tangents  en  P  à  toutes  les  courbes  que  l'on  peut  tracer 
dans  Cn  et  passant  en  P.  Soit  un  second  point,  Q(yj_...yn)  de  Cn  ; 
quand  peut-on  dire  que  le  vecteur  (îi\..ii")  attaché  en  Q  est  parallèle 
à  un  vecteur  {^^...l")  attaché  en  P  ? 

Une  définition  qui  répondrait  immédiatement  à  cette  question 
ne  serait  pas  conforme  à  l'esprit  de  la  géométrie  différentielle  ;  pour 
être  conséquent  avec  les  méthodes. riemanniennes,  il  faut  procéder 
de  proche  en  proche  et  définir  tout  d'abord  —  si  cela  est  possible  — 
parmi  tous  les  vecteurs  attachés  au  point  Q(Xi  -+-  dxi)  infiniment 
voisin  de  P{xi),  celui  qui  peut  'être  dit  parallèle  au  vecteur  (^*). 
Comme  on  le  sait  depuis  l'invention  du  calcul  infinitésimal,  tout 
le  reste  nous  sera  donné  par  surcroît. 

Voici  alors  comment  nous  allons  procéder.  Traçons  une  courbe  L 
dans  Cn  ;  soit  P{xi)  un  point  de  cette  courbe  et  a  un  vecteur  quel- 
conque fixe  de  la  M„  attachée  à  P  ;  dans  cette  Ma  prenons  encore 
un  vecteur  Xp  de  composantes  (^*)  ;  déplacer  Xp  parallèlement  à 
lui-même  le  long  de  L  de  P{x-i)  en  0{xi-\-dXi),  où  il  devient  le 
vecteur  Xg  ,  c'est  précisément  trouver  parmi  les  vecteurs  de  la  Mn 
attachée  à  O,  le  vecteur  xq  tel  que  l'angle  que  fait  a  avec  Xp  soit 
le  même  que  l'angle  que  fait  a  avec  Xq  ,  et  tel  encore  que  la  mesure 
du  segment  détei'miné  par  ce  vecteur  x  q  soit  égale  à  la  mesure 
du  segment  déterminé  par  le  vecteur  Xp.  Si  l'on  continue  ainsi 
de  proche  en  proche,  on  déterminera  en  chaque  point  R  de  la 
courbe  L  un  vecteur  dont  les  composantes  sont  des  fonctions  du 
paramètre  qui  caractérise  le  point  de  L  considéré.  Ce  sont  ces  fonc- 
tions qu'il  s'agit  de  déterminer  par  les  conditions  différentielles 
que  l'on  vient  d'énoncer. 

Pour  plus  de  commodité,  nous  utilisons  un  espace  linéaire  ^/^ 
à  A'  dimensions  dans  lequel  C„  est  plongé,  et  tel  que  la  métrique 
y  soit  définie,  par  rapport  à  un  système  cartésien  toujours  aisé  à 
trouver,  par  la  forme  : 

ds^  =  dz^^  4-  dz.;,^  4-  . . .  +  d^â  ; 
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chaque  point  Pix^...Xn)  de  C„  a  des  coordonnées  ^v  définies  par 
des  fonctions   : 

2v    =    Z;(.X^...Xn)  (v=  1...A") 

telles  que  l'on  ait   : 

^_^  (1) 

le  signe  §  indiquant,  ici  et  dans  ce  qui  suit,  une  sommation  par 
rapport  aux  différents  indices  des  z,  c'est-à-dire  de  1  à  iV  ;  les  g  ^^ 
sont  les  coefficients  de  la  forme  métrique  de  Cn  lorsqu'on  emploie 
les  coordonnées  xi. 

La  courbe  L  est  définie  par  certaines  équations  paramétriques   : 

Xi  =  j'i(s)  {i  =  l...n) 

dans  Cn,  ou  par  : 

Z^  =    Z.lx,is)  . .  .Xn(s)  ]    =    ZXS)  (V  =  1 . .  ..N) 

<lans  M^ 

Soit  au  point  /*,o)(s,o)),  un  vecteur  (^(\,). . .%))  ;  il  s'agit  de  trouver 
des  fonctions  l%s)  qui  se  réduisent  à  ?(i,  pour  s  =  s  (o)  et  qui  défi- 
nissent un  vecteur  X  qui  reste  parallèle  à  lui-même  et  qui  conserve 
sa  longueur  1=  \/ Qik^^'l^'.  Cherchons  les  cosinus  directeurs  de  X 
par  rapport  aux  axes  cartésiens  de  M^^. 

Les  composantes  ç'  sont  proportionnelles  aux  dilTércntielles  des 

dx: 
coordonnées  —r—dt,  d'un  point  P  qui  se  déplace  infiniment  peu  le 

long  de  la  courbe  de  Cn  dont  X  est  la  tangente  ;  les  cosinus  direc- 
teurs /.,...Àn  sont  proportionnels  aux  différentielles  correspondante^^ 
des  2i...Zx    : 

>,     _     \    _        _     >^ 

mais  puisque  : 


et  que 


dz.,-- 

i...n 

dz., 
Ox, 

dXi 

ds 

■ds 

ïl 

ti 

=  ■ 

tn 

dx, 
ds 

ds 

d.r, 
ds 

ds 

dXn 

ds 

ds 
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on  a  : 

"  —        —  =  A 


2u  àx.'       2j  àxi  ^  ^  dxi  ^ 

mais  les  X^  étant  des  cosinus  directeurs,  on  doit  avoir 
et  par  suite  : 

c'est-à-dire,  d'après  (1) 

dz^  '  dz 


ik  V?  '  «  tk 


donc,  en  prenant  le  radical  positivement  : 

Soit  alors  un  vecteur  fixe  f  attaché  à  P,   dont  les  composante» 
soient  (9\..9'0  ;   les  cosinus  directeurs   de  f  sont 


s/Oïk^'i'' 

L'angle  A  que  forme  f  avec  X  est  donné  par  l'équation  : 

cos  A  =  i3Mv. 

Or  lorsqu'on  passe  de  P(s)  en  0  {s -h  ds),  les  fonctions  V  augmen- 

tant  de  — r—  cf. s,  le  nombre  gucl^l''  restant  constant.  Ecrivons  que 

pour  cette  variation,  l'angle  A  reste  constant,  ce  qui  revient  à  dire^ 
que  :  d  (cos  A)  =  o,  ou  encore. 


dK   ^         1  (  y      à%       dxk  ^.       y    àz^     d\i  ) 

ds  TgJ^^   l^'dxidxk      ds    "'~^^dxi    ds   ) 
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et,  en  revenant  à  la  formule  (2),  après  avoir  remplacé  les  ^  en  fonc- 
tion des  ?  : 

Tgî^^ltfl^^^^  c^x,  ^      ds    'r^ldx,  à.j    ds  MJ 

Cette  égalité  doit  être  satisfaite  quels  que  soient  les  f,  c'est-à- 
dire  quelle  soit  la  direction  f  choisie  dans  Mn  en  P*).  Par  consé- 
quent : 

d^z.       ôz.    ,..   ds,     ,    V   àz.     Oz.    .  i^l        ,.       (3^ 


^>  j  2à    Ox^âx,     dx,  ds         4-  dXi     âXj 


ds 


Mais  puisqu'on  peut  intervertir  les  signes      ^      ^''       5     et  que 
J'on  a  : 

^    dXi      âXj  ^'^ 

on  tire  : 


L  i   J  dXidxu    dxj 


Par  suite  (3)  s'écrit   : 
9 


d\i        Y  ik  1,.  dxu 


di' 
Résolvons  ces  équations  par  rapport  aux  dérivées  —r-  ;  pour  cela 

il  suffit  de  multiplier  par  g""^    et  de  sommer  par  rapport  à  j  ;  il  vient 
immédiatement  : 

ds        (  r  )       ds 

,{r  =  i,...,n)  (4) 

-dr^^''^ir-^ 

Ces  équations  forment  un  système  différentiel  linéaire  qui  définit 
les  n  fonctions  l\s)  ;  les  coefficients  sont  en  effet,  des  fonctions 
de  s  quand  la  courbe  L  est  donnée,  et  le  théorème  de  Cauchy  nous 
apprend  que  si  P^„)   est  un  point  régulier  pour  les  coefficients  de  ce 

*)  Il  est  clair  que  si  l'on  écrit  d  (cos  A)  =  o  pour  toutes  les  directions  de 
Mn,  on  retrouvera  la  définition  ordinaire  du  parallélisme  dans  un  espace 
euclidien. 
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système,  il  existe  une  solution  et  une  seule  qui  prenne  en  /*(„)  des 
valeurs  arbitraires.  Le  problème  posé  est  donc  résolu  ;  la  définition 
que  nous  avons  donnée  du  transfert  par  parallélisme  d'un  vecteur 
d'un  point  au  point  A'oisin,  permet  d'établir  une  correspondance 
univoque  et  linéaire  entre  les  vecteurs  des  multiplicités  linéaires 
Mn  attachées  aux  différents  points  d'une  courbe  G. 

Démontrons  que,  si  un  vecteur  r\%s)  qui  dépend  du  point  de  la 
courbe  où  on  le  considère,  forme  avec  le  vecteur  l%s)  un  angle 
ronslant,   les  fonctions  r]\s)  satisfont  aux  équations   : 

rfr/'        l  rk  )       dxh   _ 
ds        \   i   )        ds 

qui  définissent  précisément  le  déplacement  parallèle  du  vecteur  rf. 
Ce  n'est  évidemment  pas  restreindre  la  généralité  de  la  démonstra- 
tion que  de  supposer  que  les  deux  vecteurs  l\s)  et  ti^(s)  déterminent 
deux  segments  de  longueurs  égales  à  un  : 

Puisque  l'angle  6  des  deux  vecteurs  est  donné  par  : 

cos  0  =  Çikl'Ti]^ 

d  cos  0  .  , .       1 

et  que   ; =  o  puisque  1  angle  est  constant,  on  a   : 

ds 

mais   — r~  est  donné  par  les  équations  (4),  il  vient  alors  : 
ds 

i  )''     ds     '  dXj. 

d'où  : 

Cette  équation  doit  être  satisfaite  quels  que  soient  les  l\s)  satis- 


^''^^     ds  '      ^'"  l  i  )'     ds     '     ■     dx,    '   '      ds 
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fO 


faisant  aux  équations  (4)  ;  or  en  un  point,  on  peut  se  donner  arbi- 
trairement les  ^*,  par  conséquent  en  ce  point,  l'on  doit  avoir  : 

dx, 


df,"        r  ffi  1    ,    dxr 


Ces  équations  doivent  d'ailleurs  être  satisfaites  en  tous  les  points 
de  la  courbe  L  puisque  chaque  point  peut  être  considéré  comme 
point  de  départ  avec  des  conditions  initiales  quelconques.  Une  trans- 
formation simple  permet  de  mettre  les  équations  précédentes  sous 
la  forme  : 

dr/        (  Wv  )    ,   dx,. 

-dT-^l  i  V''-dr  =  '- 

La  réciproque  est  évidente. 

Par  conséquent  :  deux  vecteurs  qui  se  déplacent  parallèlement 
à  eux-mêmes  le  long  d'une  même  courbe  forment  toujours  le  même 
angle  en  tous  les  points  de  cette  courbe.  Nous  utiliserons  bientôt 
celte  remarque. 

Lignes  géodésiques.  —  Une  ligne  géodésique  du  continuum  Cn 
est  une  courbe  G  telle  que  sa  tangente  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même  lorsqu'elle  passe  d'un  point  de  la  courbe  au  point  voisin. 

dxi 
Considérons  le  vecteur  dont  les  composantes  sont  ?*  =-  -—r-  ',  ce 

vecteur  est  tangent  à  la  courbe  L  ;  en  écrivant  qu'il  bb  déplace  paral- 
lèlement à  lui-même  d'un  point  à  un  autre,  on  écrit  des  équations 
qui    définissent    les    fonctions    Xi(s),    c'est-à-dire    une    courbe    qui, 
d'après  la  définition,   est  une  géodésique. 
Ces  équations  sont  évidemment   : 

/  (i3:i  \ 


C'est-à-dire 


^  V  .. 

]         \rl      rfr,,      d.r, 

ds 

"^i  i        ds       ds 

d'^Xi 

rt     dxr    dxi 

ds' 

i       ds       os 

d^x, 
ds^ 

^    .   dr,,     dxt 
ds      ds 

(i=l,...n) 


Ce  système  différentiel  n'est  plus  forcément  linéaire  puisque  les 
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sont  des  fonctions  des  xi  qui  i>euvent  être  quelconques. 

Le  théorème  de  Caucliy  nous  apprend  que  ces  équations  admettent 

une  solution  et  une  seule  prenant  pour  la  valeur  régulière  s  =  Sq 

des  valeurs  arbitraires  xi  définissant  un  point  de  Cn,  et  telle  encore 

dx- 
que    les   dérivées       ,  '     prennent    en    s  =  s^,    des   valeurs   données 

d'avance.  Cela  veut  dire  qu'une  géodésique  est  déterminée  par  l'un 
de  ses  points  et  par  sa  tangente  en  ce  point. 

On  peut  dire  dans  un  langage  un  peu  vague,  qu'une  géodésique 
est  une  ligne  qui  conserve  sa  direction  ;  à  cet  égard,  elle  joue  dans 
le  Cn  le  même  rôle  que  celui  que  la  droite  joue  dans  une  multipli- 
cité linéaire  M„. 

Appliquons  ces  résultats  à  un  exemi3le  simple  ;  soit  une  sphère 
de  rayon  égal  à  l'unité  ;  prenons  la  latitude  x^  et  la  longitude  x^ 
comme  coordonnées  sur  sa  surface  ;  l'élément  linéaire  est  donné 
par  : 

d-i^  =  dx^^  H-  cos^Xj^.dx2^ 


=  sin  X,  cos  X, 


Les  équations  du  déplacement  parallèle  le  long  d'un  parallèle  : 

s 

Xj^  =  const,  x^  =  — 


sont  alors 


h  sm  x,  cos  Xi.k  . =  0 

ds  cos  a-j 

ds  cos  xi 


— h  ^2  sin  Xi  =  0 


d^-  _  ti    s'^^^i    ^  Q 
Us  cos^  x. 


L'intégrale  générale  de  ce  système  est  : 
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^'  =  A  cos  {fs  -h  B),  $*  = sin  (y*  -H  B) 

COS  Xi 

où  y  =  {gXi.   Supposons  que  pour  s  =  o,   on   doive  avoir  $^  =  a, 
;2  =  o,  alors 

a 
1^  =  a  cos  ys  l^  = sin  ys 

COSXi 

L'angle  6  que  le  vecteur  déplacé  fait  avec  le  parallèle  est  une 
fonction  de  s,  on  a  : 


Par  suite  : 


=  j-y^- 


_  =  _Y  =  -tgx.. 


La  dérivée  -j-    est  égale  à  la  courbure  géodésique  de  L  au  point 
considéré  (le  résultat  est  général). 


Déplacement  parallèle  cVun  vecteur  covariant. 

Cherchons  les  équations  qui  définissent  les  composantes  cova- 
riantes  liis)  d'un  vecteur  qu'on  déplace  parallèlement  à  lui-même 
le  long  de  la  courbe  L  que  nous  avons  déjà  utilisée  plus  haut.  Pour 
y  arriver,  considérons  un  vecteur  auxiliaire  donné  par  ses  compo- 
santes contra  variantes  mis),  et  qui  se  déplace  parallèlement  à  lui- 
même  le  long'de  L.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  l'angle 
de  ces  deux  vecteurs  ne  change  pas,  en  quelque  point  de  la  courbe 
qu'on  les  considère  ;  or,  puisque  les  mesures  des  segments  qu'ils 
déterminent  sont  inaltérés  par  définition,  il  s'ensuit  que  le  produit 
scalaire  de  ces  deux  vecteurs  est  indépendant  de  la  valeur  s  du 
paramètre  caractérisant  le  point  de  la  courbe  où  on  les  considère  : 

c'est-à-dire  : 

Or  d'après  les  équations  qui  définissent  le  déplacement  parallèle 
d'un  vecteur  contravariant,  on  a  : 

Calcul  tensoriel.  6 
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et  par  suite,  les  équations  (5)  deviennent  : 

,-  /  d.\-  ^.  j.    dxk 

''■    \  ds  '*■  ''•    ds 

Par  suite  d'un  raisonnement  qui  a  déjà  été  fait  plus  haut,  il  faut 
que  : 

dkj     ,  p  , .    dxk  _ 

Ys      ^^  ■'■  ~dr  ~  ° 

:  i=l,2,...n. 
d^.        j  ^^  j  t    ^^'^   _ 
ds        l  r  )   '"   ds 

Les  U(s)  sont  encore  déterminés  par  un  système  de  n  équations 
différentielles  linéaires. 

Déplacement  parallèle  d'un  tenseur.  —  Reprenons  la  courbe  L 
tracée  dans  le  continuum  Cn-  Imaginons  que,  en  chaque  point  P(s) 
de  L,  nous  ayons  fixé  un  tenseur  dont  les  composantes  Oifc'm  sont 
des  fonctions  de  s  (nous  prenons  un  tenseur  du  4"  ordre  pour  fixer 
les  idées,  mais  nos  raisonnements  s'appliquent  à  tous  les  cas). 
Comment  faut-il  choisir  ces  fonctions  pour  que  l'on  puisse  dire  que 
les  composantes  ai]/ m  définissent  le  mêms  tenseur  en  chaque  point 
de  L? 

Considérons  pour  y  arriver  4  vecteurs  x,  y,  z,  t  attachés  en 
chaque  point  de  L  et  constamment  parallèles  à  eux-mêmes.  Nous 
définirons  tout  naturellement  les  aifc',„(s)  par  la  condition  que  l'in- 
variant : 

A  =  aïk'^xlSKi'c'" 

soit  indépendant  de  s.  En  d'autres  termes,  un  tenseur  d'ordre  k 
portant  sur  k  vecteurs  se  déplace  parallèlement  à  lui-même,  si  con- 
déré  comme  une  forme  k-linéaire  de  k  vecteurs  qui  se  déplacent 
parallèlement  à  eux-mêmes,  il  conserve  une  valeur  constante.  Les 
au/  m  sont  donc  définies  par  la  condition  : 


la  seule  condition  de  vérifier  les  équations 
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ds  ds 


-dr-^'^^''''^=' 

dK;  d^^  _  ^ 

-dT-^"^  ^'-^-^ 

d-i        ^    ■   ,   dxk 
ds  ds 


L'équation  (6)  s'écrit  alors  : 

ip   or    t(  dapq't        _    .      „    dxk       _    .      „    dxk 


(7)  (i  =  l,2,...n) 


Vik  cipqh  -r Ttk^  a, 


IXk  \ 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelles  que  soi.nt  les  fonctions 
^''(s)»  'i'!*).  ^r{s),  'ï'(s)  assujetties  seulement  aux  conditions  (7j, 
il  faut  et  il  suffit  que  : 

dapq''t  ,         r      •         r  r  r  r    ,■  r     ■  ,  n    ^X^ 
j h  (—  Ipk'  Oiq  t  —  tqk'  ttpi  t  -+■  Tik   ttpq't  —  \tk'  O'Pq  iJ—J-   —  O. 

L'on  obtient  ainsi  un  système  d'équations  différentielles  linéaires 
pour  définir  les  cipqh  et  le  théorème  de  Cauchy  nous  apprend  que 
—  toutes  les  singularités  étant  écartées  —  les  apq''t  sont  univo- 
quement  déterminées  par  ces  équations  et  par  la  donnée  des  valeurs 
de  ces  fonctions  pour  une  valeur  arbitraire  de  s. 

Dépendance  du  chemin  ;  multiplicité  euclidienne. 

Nous  allons  modifia  très  légèrement  les  équations  du  déplace- 
ment d'un  vecteur.  Considérons  le  vecteur  aux  composantes  ?* 
attaché  en  P(Xj^,X2,...Xn)  ;  soient  l*-\-dl^  ses  composantes  en 
P'(Xk-hdxk)  lorsqu'il  a  été  déplacé  parallèlement  à  lui-même  le 
long  de  l'élément  de  ligne  PP'  ;  nous  avons  bien  évidemment  : 

dl'-hTrt'^'dxt  =  o  (8) 

Nous  pouvons  alors  regarder  ces  équations  aux  différentielles 
totales  comme  définissant  les  composantes  Ç'(x^...x„)  d'un  vecteur 
attaché  en  tout  point  de  d  et  constamment  parallèle  à  lui-même. 
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Mais  pour  que  cette  manière  de  voir  soit  légitime,  il  faut  que  les 
équations  (8)  soient  complètement  intégrables,  sinon  alors  il  est 
impossible  de  trouver  des  fonctions  l*iXj^...Xn)  bien  déterminées  et 
caractérisant  un  seul  vecteur  en  chaque  point  de  Cn',  le  parallélisme 
n'est  donc  pas  univoquement  caractérisé  en  général,  et  les  équa- 
tions que  nous  avons  données  plus  haut  donnent  des  solutions  qui 
dépendent  effectivement  du  chemin  choisi  pour  le  déplacement  du 
vecteur.  Le  seul  cas  où  elles  n'en  dépendent  jamais,  c'est  celui  pour 
lequel  les  gik  de  la  forme  métrique  sont  tels  que  les  équations  (8) 
sont  complètement  intégrables.  Or  ces  équations  nous  donnent   : 


=  -r..'^'- 


dxk 

=    —   Tri'  f 

ÔXi 


Les  conditions  d'intégrabilité 


J_/i!L\  =  J_fil\  (9) 

dxi  \  dXk  J        dXk  \  dxi  J 

doivent  être  des  identités,  quand  on  tient  compte  des  équations  (8). 
Or  : 


de  même 


\  dXk  I  âxi  dxi  dx,  *    " 


àx 
Les  relations  (9)  deviennent  alors  : 

.Tarai  àTik^     ,    r    rr    •        rrr    il 

?'    -^ ^ h  Ta/  Tri'  —  Tlf  Trk'      —  0 

L   ^J^A  àx,  J 

ou  encore,  eu  égard  aux  définitions  du  chapitre  V  : 
Bt\ik  \'  =  0. 

Cette  forme  linéaire  doit  être  nulle  quel  que  soit  le  vecteur  x($), 
on  a  donc  identiquement  : 

Rt\ik  =  o 
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OU  encore,  ce  qui  revient  au  même  : 

Rik,lm=0. 

Ces  identités  caractérisent  donc  un  continuum  ovi  la  métrique 
est  telle  que  le  déplacement  parallèle  soit  univoque. 

Un  tel  continuum  est  dit  euclidien. 

Si  donc  un  continuum  est  tel  que  le  tenseur  de  Riemann  qui  lui 
est  attaché  est  identiquement  nul,  ce  continuum  est  euclidien. 


CHAPITRE  VII 

ANALYSE  TENSORIELLE 
DANS  UN   CONTINUUM   RIEMANNIEN 


Ce  n'est  que  maintenant,  après  avoir  fait  un  assez  long  exposé 
préliminaire  que  nous  sommes  en  mesure  d'étudier  les  champs  de 
tenseurs  dans  un  continuum  riemannien  Cn. 

Un  champ  tensoriel  d'ordre  k  est  donné  dans  Cn,  quand  en 
chaque  point  P(Xi...Xn)  du  continuum,  on  a  attaché  un  tenseur 
d'ordre  k.  Les  composantes  de  ce  tenseur  sont  donc  des  fonctions 
des  coordonnées  {x^...Xn)  du  point  P;  nous  les  supposerons  continues 
et  dérivables  quand  nos  calculs  l'exigeront. 

Pour  trouver,  dans  le  cas  des  multiplicités  linéaires,  le  taux  de 
la  variation  des  composantes  d'un  champ  tensoriel  en  un  point, 
nous  utilisions  des  vecteurs  auxiliaires  invariables  (voir  Chap.  IV). 
Dans  un  continuum  C„,  la  notion  de  vecteur  invariable  n'a  pas 
de  sens,  mais  nous  avons  appris  à  reconnaître  ce  que  devient  un 
vecteur  qui  se  déplace  parallèlement  à  lui-même  d'un  point  à  un 
point  infiniment  voisin  ;  c'est  évidemment  la  notion  de  vecteur 
déplacé  parallèlement  à  lui-même  qui  va  remplacer  la  notion  de 
vecteur  invariable,  avec  laquelle  elle  se  confond  d'ailleurs  dans  le 
cas  particulier  où  le  continuum  C„  dégénère  en  une  multiplicité 
linéaire. 

Considérons  alors  un  champ  de  tenseurs  du  k'^'""  ordre  (du  4* 
pour  fixer  les  idées)  dont  les  composantes  sont  les  fonctions 
.Oi^'\n(Xj^,  X2,  '.-  Xn).  Au  point  p,  imaginons  4  vecteurs  quelconques 
de  composantes  :  l\  tj^,  X,i,  t""  et  formons  en  ce  point  l'invariant  : 

.1  =«,^-',  ï'riitt/T'". 
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Passons  maintenant  au  point  P'ixi-\- dxi),  en  déplaçant  les  4  vec- 
teurs auxiliaires  parallèlement  à  eux-mêmes  ;  en  ce  point  les  fonc- 
tions cr/'m  valent  : 

a/•^„(a;l...J:J^-ffai''*^„ 

et  les  vecteurs  auxiliaires  y  ont  respectivement  des  composantes  : 

l'  H-  dl^  avec  dl^  —  —  ïph'  iP  dxh 

y\k  ■+■  dy\h  avec  dr\k  =       '^kifl  ^,g  dxh 

X,i  +  d't,i   avec  dl>i  =      fin''  C»-  dxk 

t""  +  dx""  avec  dx""  = —  Vth"*  t:'  dxh. 

De  P  en  P' ,  l'invariant  A  a  augmenté  de  dA,  et  l'on  a  ; 

dA  =  dapi^,  \P  r^q  ^r  -J 
-4-  tti^t  Tig  i^r  x«  d  «  H-  ap'^'-t  iP  Kr  x<  dr^k 

-h  apth  IP  riq  z'dKl+  a/'m^PT^î^r^"*. 

Par  conséquent,  puisque 

l'on  a  : 

dA  =  I  — Xph'ai'iU  4-  ïkiflap'^u 

H-  F/A'-  a^//'  <  —  {ur  ap  ?-•«,  I \i'r^qX,rxt  dxh . 

Or  dA  étant  la  différence  de  deux  invariants  en  P,  est  un  invariant 
•en  P  ;  par  conséquent  puisque  \p,  r,q,  ^,.,  x',  dx^  sont  les  compo- 
santes de  5  vecteurs  en  P,  les  fonctions  : 

àanVt        ^    .  ^  ^ 

a^?'"i//i  =  —j- Tph'  afl^t  -h  ïkifl  a/-t  +  F/a'"  ap-'^f  —  F//t"'  a^.^'-w 

représentent  les  composantes  d'un  champ  de  tenseurs  d'ordre 
k+l  [ici  (4  +  1)]. 

Ce  tenseur  est  appelé  la  dérivée  covariante  du  champ  donné,  au 
point  P. 

Plus  généralement,   la  dérivée  covariante  d'un  champ  tensoriel 


^1  *2  . .  .  k>i 

(p  + 1)  +  g    (p  +  1    fois     covariant    ef  q  fois   contravariant)    : 


d'ordre    p  +  q     :    «  i.'.iJ/.V.-J     est    un    nouveau    tenseur    d'ordre 
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^  uX'.'.'.'ip/h     *ï"^  s^  calcule  grâce  à  la  méthode  précédente,    par  la 
formule  : 

Nous  indiquerons  les  indices  des  dérivations  covarianles  au. 
moyen  d'un  trait  qui  les  séparent  des  indices  du  tenseur  donné. 

Appliquons  ces  considérations  générales  au  cas  d'un  champ  vec- 
toriel. Soit  d'abord  un  champ  vectoriel  covariant  ^i(Xi...Xn);  for- 
mons avec  le  vecteur  dont  les  composantes  en  P(xi)  sont  t]*,  l'inva- 
riant li-rf  et  calculons  sa  variation  lorsqu'on  passe  de  PÇxi)  à- 
P'(xi-h  dxi),  le  vecteur  r\^  se  déplaçant  parallèlement  à  lui-même, 
on  a  : 

d(Ur)')=lidr]'  +  r)'dl 


or 

cfn»  =  —  Trh'Vd 

et 

dl  =  f  -  âx, 
àxh 

Il  vient  donc 

d(^i^'^  =  ï4^-^rHn 

La  dérivée  covariante  du  champ  U  est  donc  définie  par  les  com- 
posantes : 

?  ^^'       r  n 

Ki/h  =  -; 1  i//  Zt . 

On  verrait  encore  de  même  que  la  dérivée  covariante  du  champ 
vectoriel  contravariant  \^{x^...Xn)  est  définie  par  les  formules   : 

oxu 
Reprenons  les  équations  qui  définissent  le  déplacement  parallèle 
d'un  tenseur  of'f^"*';  elles  s'écrivent  : 

Js ^^  %.2.....  dS 


VI  r     l  „k,ki...ko  dXh  „ 
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On  peut  les  transformer  aisément  en  : 


ds  /T  àxh        ds 

Cela  montre  que  la  définition  du  déplacement  parallèle  est  une 
définition  invariante.  On  voit  encore  par  là  que  si  la  dérivée  cova- 
riante  d'un  champ  tensoriel  est  nulle  au  point  P,  ce  champ  dans 
le  voisinage  de  P  s'obtient  tout  simplement,  en  déplaçant  parallè- 
lement à  lui-même  le  tenseur  attaché  en  P.  Un  tel  champ  est  dit 
stationnaire  en  P. 

Le  champ  tensoriel  qu'on  obtient  le  long  d'une  courbe  L  en  dé- 
plaçant parallèlement  à  lui-même  un  tenseur  attaché  en  un  point 
de  cette  courbe  est  un  champ  stationnaire  en  tout  point  de  L.  On 
conçoit  que  par  suite  de  la  dépendance  que  manifeste  le  déplace- 
ment parallèle  envers  le  chemin  de  transport,  un  champ  tensoriel 
ne  peut  être  en  général  stationnaire  en  tous  les  points  de  Cn-  Pour- 
tant un  théorème  dit  théorème  de  Ricci,  nous  apprend  que  le  ten- 
seur métrique  gi^  est  précisément  stationnaire  en  tous  les  points 
de  Cn.-  En  effet  : 

<^0'k  r    7  r     !  ^^-^'^  r  r 

gikfh  =  — T i.a'  g  kl  —  \k//gii  =  — ^ iih,k  —  \kh,i  =  o. 

OXk  OXh 

De  même  g^^/h  =  o. 

Nous  allons  poursuivre  cette  étude  en  donnant  une  signification 
plus  intuitive  encore  de  la  dérivée  covariante.  Pour  ne  pas  com- 
pliquer les  notations,  nous  nous  bornerons  au  cas  d'un  champ 
vectoriel  covariant. 

Soit  donc  un  champ  vectoriel  ^i(rr,...r„)  ;  transportons  de  P(xi) 
en  P'  (xi  +  dxi)  le  vecteur  U,  parallèlement  à  lui-même,  le  long  de 

PP'.  Il  devient  en  P'  : 

?t  —  PrA'  S»"  dXh. 

Mais  en  P' ,  le  champ  a  pour  valeur  : 


5.4-  Zj  -^  dxh. 
h     àxh 
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La  différence  de  ces  deux  vecteurs  en  P'  mesure  donc  la  variation 
du  champ,  puisqu'elle  porte  précisément  sur  deux  vecteurs  attachés 
au  même  point,  dont  l'un  est  le  vecteur  en  P  transporté  en  P'  et 
l'autre  le  vecteur  en  P' .  Cette  différence  est  : 


par  conséquent,  le  taux  de  la  variation  du  champ  \i{x^...x,^  suivant 
la  ligne  de  coordonnées  qui  passe  par  P  et  sur  laquelle  seule  xa 
varie,  est  mesurée  pai*  la  dérivée  covariante  U/h- 

Ce  sont  ces  considérations  applicables  à  tout  champ  tensoriel  qui 
justifient  la  dénomination  de  dérivée  covariante. 

Ainsi  donc,  la  dérivation  covariante  d'un  champ  tensoriel  d'ordre 
k,  est  une  opération  qui  permet  d'obtenir  à  partir  du  champ  donné, 
un  nouveau  champ  d'ordre  fc+  1,  le  nouvel  indice  étant  un  indice 
de  covariance. 

Dérivée  contravariante.  —  Une  notion  peu  utilisée  dans  les  appli- 
cations, mais  que  nous  définirons  quand  même  pour  la  symétrie  de 
l'exposition  est  celle  de  dérivée  contravariante  a-^'"  -^'^  d'un  champ 
tensoriel  a-^  '"  '-'y,  c'est  tout  simplement  un  ensemble  de  fonctions 
qui  définissent  le  même  champ  que  celui  que  définit  la  dérivée  cova- 
riante, seulement  on  l'écrit  avec  le  nouvel  indice  en  haut  : 

tl  ...  ijj  ->  Il  ...  ip /h 

Calcul  des  dérivées  covariantes  pour  une  somme  ou.  pour  un 
produit  de  tenseurs.  —  La  dérivée  covariante  d'une  somme  de  plu- 
sieurs tenseurs  de  même  ordre  et  de  même  espèce,  est  égale  à  la 
somme  des  dérivées  covariantes  des  tenseurs  donnés.  Cette  propo- 
sition est  évidente. 

La  dérivée  covariante  d'un  produit  de  deux  tenseurs  s'obtient  par 
la  même  règle  que  celle  qui  donne  la  dérivée  ordinaire  d'un  produit 
de  deux  fonctions  dans  le  calcul  différentiel  ordinaire.  Ainsi  de 

on  tire  : 

Cik^/h  =  aiic/hb^-h  aikb^/k.. 
En  effet  : 
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=  6'(-^  -  fn-'a^A— r/cr'a,-A  +  ai/c(  ^  +  rr/^6A=6'aiA-A  -*-  a.A6'/^. 

Nous  jugeons  inutile  de  donner  une  démonstration  pour  le  cas 
général  ;  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  développer  étant 
suffisamment  expressif. 

Si  l'un  des  facteurs  est  le  tenseur  métrique,  la  règle  se  simplifie 
puisque  le  tenseur  métrique  a  sa  dérivée  covariante  nulle  ;  si,  par 

exemple  : 

/ijfci'"  =  Qikar 
on  a  : 

fiki"/h  =  gikCii"/h. 

Remarques.  —  /.  —  La  contraction  d'un  champ  tensoriel  et  sa 
dérivation  covariante  sont  deux  opérations  permutables. 

Montrons-le  avec  un  cas  particulier  ;  la  démonstration  générale 
s'en  déduisant  aisément. 

Soit  an/""  un  champ  tensoriel  ;  on  a  : 

aik'"\h  =  — 1 H  Tr/,'  aik'-'"  -h  ïrh""  aik^'-  —  r,„'*  a^k^^  -  [kh''  air^^. 

Contractons  le  tenseur  donné,  et  posons  par  exemple  : 

b,'  =  oij}'  ; 
je  dis  que 

W/h  =  Oik^'/k. 

En  effet  : 


,V,  =  4^-4-r.,'6/-r,,'-6/ 


^'^'-  Ox, 


mais 


Oxh 

le  3*  et  le  4^  termes  s'entre-détruisent  puisque  leurs  formes  ne  diffè- 
rent que  par  les  désignations  du  nom  de  l'indice  de  sommation  ; 
il  reste  alors  : 

aïk^'/U  =   — T^-^ h  fr/,'  a:*'"'    —  Ta-/,'"  ûir'', 

ce  qui  est  bien  le  résultat  annoncé. 
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II.  —  La  dérivation  covariante  d'un  tenseur  et  l'abaissement  (ou 
l'élévation)  d'un  indice  dans  les  composantes  de  ce  tenseur  sont 
deux  opérations  permutables.  Prenons  le  tenseur  a.ik^"\  abaissons 
l'indice  l  : 

CtiA^r  =  9jl  <^ilc^"'     ; 

formons  «i^'^/A  et  abaissons  l'indice  Z, 


Je  dis  aue  la  dérivée  covariante  de  gjiaïk^'^est  précisément  aiic/"/h'> 
en  effet,  dans  les  dérivations  covariantes  le  tenseur  métrique  joue 
le  même  rôle  qu'une  constante  dans  le  calcul  différentiel  classiqre. 

Ce  sont  les  deux  remarques  qui  précèdent  qui  justifient  complè- 
tement la  notation  que  nous  avons  adoptée  pour  la  dérivée  cova- 
riante *. 

Dérivées  successives.  —  D'un  champ  tensoriel  d'ordre  k,  on 
obtient  par  dérivation  covariante  un  champ  d'ordre  fc-f-  1  ;  en  déri- 
vant celui-ci  de  la  même  manière,  on  obtient  un  champ  tensoiiel 
d'ordre  /c4-  2,  etc.. 

Soit   û  ,*■■■/  ^    la  dérivée  covariante  du  tenseur   a ,  '  '  "    *  ;     dé- 

'1  •••  tj>/h  II  . . .  if)    ' 

rivons-la  une  seconde  fois  et  soient    «f/.'.f*^^.      les  composantes 
du  nouveau  champ.  Je  dis  que  l'on  n'a  pas  en  général  : 

H  •  •  •  ^p/hj  11  .    .  ipijh 

Montrons-le  sur  un  exemple  simple  ;  soit  ai(x^...Xn)  un  ch'^mp 
du  V^  ordre,  on  a  : 


ai/h 

àxu 

Uhar 

ai/hk 

~    àx, 

■  r,/  arih  - 

-   ^hkO,ilr 

dXkdXk 

— ^ — «/  — r,A^-T— 

OXk                          OXk 

—  r,*'^-T — 

aXh 

^Uk^Un^ 

r     .    ^«' 

0.1  —  \hk    -^ — 
dXr 

■•+■ 

r.^T.v 

'«/; 

*   Tout  ce  qui  précède 

î  s'applique 

à  la  dérivation 

con 

itravariante. 

ANALYSE   TENSORIELLE    DANS    UN    CONTINUUM    RIEMANNIEN  93 

et  par  suite,  toutes  réductions  faites 

c'est-à-dire  : 

anhk  —  diikh  =  th\kh  ai- 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  généraliser  cette  formule  pour 
un  champ  quelconque  ;  nous  nous  contentons  d'avoir  montré  par 
un  exemple  que  les  dérivées  covariantes  secondes  ne  sont  pas  symé- 
triques par  rapport  aux  indices  de  dérivation.  C'est  là  un  point 
auquel  on  devait  s'attendre,  étant  donné  la  dépendance  que  le 
déplacement  parallèle  manifeste  vis-à-vis  du  chemin  de  transport. 

Tenseurs  linéaires.  —  Il  existe  quelques  combinaisons  intéres- 
santes et  simples  des  dérivées  covariantes  de  certains  champs  ;  leurs 
expressions  ne  contiennent  que  des  dérivées  usuelles.  Ces  combi- 
naisons caractérisent  des  tenseurs  qu'on  appelle  linéaires  ^t  dont 
l'importance  en  physique  est  considérable. 

Les  dérivées  partielles  d'une  fonction  f{x^...Xn)  sont  les  compo- 
santes d'un  tenseur  du  premier  ordre  ;  en  effet,  ces  dérivées  ne 
sont  pas  autre  chose  que  les  composantes  de  la  dérivée  covariante 
du  scalaire  /  : 

Le  tenseur  //»  est  un  champ  tensoriel  linéaire  du  P'"  ordre.  Soit 
un  champ  du  V  ordre  hi(Xj^...Xn)  quelconque  d'ailleurs;  formons 
les  deux  tenseurs  : 

Hik  =  hi/k    et     H'ik  =  hk/i  ; 
les  fonctions  : 

hik  =  Hjk  —  H'ik 

sont  les  composantes  d'un  tenseur  symétrique  gauche  du  second 
ordre  ;  c'est  un  tenseur  linéaire  du  second  ordre.  L'on  a   : 


.  dhi        _      .         /  dh, 

hik  =  -^i I  ik    hr 


dxk  \  ôx 


h'/?r) 


~~   dXk        àxi 
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Ce  tenseur  est  parfois  appelé  le  curl  du  champ  tensoriel  hi,  par 
analogie  avec  une  dénomination  du  calcul  vectoriel. 

On  démontre  de  même  que  tout  tenseur  du  second  ordre  symé- 
trique gauche  fa  (il  n'est  pas  nécessaire  qu'il  soit  linéaire)  donne 
naissance  à  un  nouveau  tenseur  linéaire  du  3^  ordre,  par  les  rela- 
tions : 

fikl  =  fik/l  -h  fklii  -f-  fli/k 

qui  se  réduisent  à  cause  de  joc  =  —  fu,  à 

~  ^  ^fik  _^  àfki         ôfn  ^ 
dxi         dxi  ()Xk 

Ce  nouveau  tenseur  est  symétrique  gauche.  On  poursuit  aisément 
pour  des  champs  d'ordre  supérieur*. 

Nous  avons  terminé  l'exposé  des  principes  essentiels  du  calcul 
différentiel  absolu.  Le  lecteur  serait  en  droit  d'exiger  qu'on  lui 
donnât  ici  quelques  applications  de  la  théorie  développée  dans  ces 
deux  derniers  chapitres,  mais  comme  les  applications  les  plus  inté- 
ressantes sont  d'ordre  physique,  et  que  l'initiation  aux  théories 
physiques  exigerait  de  longs  développements,  nous  nous  bornons 
à  renvoyer  le  lecteur  aux  traités  sur  les  théories  d'Einstein  ;  notre 
but  sera  réalisé  si  notre  petit  livre  l'aide  à  comprendre  les  calculs 
compliqués  au  moyen  desquels  ces  théories  sont  établies. 

*  M.  Weyl  démontre  le  caractère  tensoriel  de  ces  expressions  par  une  autre 
méthode  plus  suggestive  pour  les  applications  physiques.  Voir  Weyl,  Temps 
Espace,  Matière,  p.  91  et  suivantes. 
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Nous  n'avons  pas  la  prétention  d'épuiser  dans  ces  courtes  notices, 
toute  la  bibliographie  relative  au  calcul  tensoriel  et  au  calcul  dif- 
férentiel absolu.  Nous  négligeons  systématiquement  les  travaux 
relatifs  aux  théories  de  M.  Einstein,  la  bibliographie  en  a  été  faite 
par  M.  Weyl  dans  son  remarquable  ouvrage  :  Temps,  Espace,  Ma- 
tière. 

On  consultera  avec  profit  le  petit  livre  suivant  : 

J.-E.  Wright  :  Invariants  of  quadratic  differential  forms,  Com- 
bridge  Tracts,  n°  9,  1908.  C'est  un  excellent  résumé,  trop  con- 
densé parfois,  des  différentes  méthodes  de  calcul  différentiel  absolu. 

Le  mémoire  fondamental,  sur  ces  questions,  malheureusement 
épuisé  et  introuvable  en  librairie,   est  le  suivant  : 

Ricci  et  Levi-Civita  :  Méthodes  de  calcul  différentiel  absolu  et 
leurs  applications  (Math.  Annalen,  Bd.   54,   1900). 

Ce  mémoire  étant  fondamental,  nous  en  donnons  les  titres  de 
chapitres,  avec  un  bref  résumé. 

I.  —  Algarithme  du  calcul  différentiel  absolu.  [Définition  des 
tenseurs  (avant  la  lettre),  expoî^rtion  de  l'algèbre  et  de  l'analyse  ten- 
sorielles]. 

IL  —  La  géométrie  intrinsèque  comme  instrument  de  calcul. 
[Systèmes  orthogonaux  de  congruences  ;  géodésiques,  familles 
isothermes  de  surface,  cinématique  générale,  trièdre  mobile]. 

III.  —  Applications  analytiques  [Classifications  des  formes  qua- 
dratiques différentielles,  paramètres  différentiels  et  invariants]. 

IV.  —  Applications  géométriques  [variétés  à  2  dimensons,  cour- 
bui?e  ;,  généi-alisatron  des  formules  de  Gauss-Codazzi  ;  hypersurfaces 
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dans  un  espace  linéaire  à  n-dimensions  ;  groupe  de  mouvements 
dans  une  variété  quelconque]. 

V.  —  Applications  mécaniques  [Intégrales  premières,  linéaires 
ou  quadratiques  ;  théorème  de  Stiickel,  transformations  des  équa- 
tions de  la  dynamique]. 

VI.  —  Applications  physiques  [Equation  de  La  place,  champs  vec- 
toriels ;  équations  en  coordonnées  générales  de  l'électrodynamique, 
de  la  théorie  de  la  chaleur  et  de  l'élasticité]. 

Le  parallélisme  dans  un  continuum  quelconque  est  une  notion 
dont  les  trois  travaux  suivants  exposent  les  fondements  : 

Levi-Civita  :  Nozione  di  parallelismo  in  una  varietà  qualunque  e 
conséquente  specifîcazione  geometrica  délia  curvatura  riemanniana. 
Rendic.  del  Cire.  Mat.  di  Palermo.  Vol.  42,  1917. 

Carpanese  Anita  :  Parallelismo  e  curvatura  in  una  varietà  qualun- 
que. Annali  di  Malematica  3*  Séria,  vol.  XXVIII,   1919. 

Ce  mémoire  retrouve  les  résultats  du  précédent  en  partant  de  la 
décomposition  du  ds^  en  une  somme  de  carrés  de  /i  formes  linéai- 
res, et  des  congruences  de  courbes  que  cette  décomposition  permet 
de  considérer. 

Un  article  qui  reprend  les  principes  généraux  et  en  développe 
quelques  conséquences,  relatives  aux  intégrales  multiples  est  le  sui- 
vant : 

Palatini,  A  :  Sui  fondamenti  del  calculo  differenziale  assoluto. 
Rendiconti  del.  Cire.  Mat.  di  Palermo,  1919,  vol.  43. 

L'étude  plus  particulière  des  continua  à  4  dimensions  est  poussée 
assez  loin  dans  Weitzenbôck  :  Zur  vierdimensionalen  Tensorana- 
lysis,  Wien.  Sitzungsber.  Akad.  d.  Wissensch.  II  a,  Bd.  130.  1922. 

Hessenberg  :  Vektorielle  Begrûndung  der  Differentialgeometrie. 
Math.  Annalen,  Bd.  78,  1918. 

Mémoire  fondamental  sur  les  bases  mêmes  du  calcul  différentiel 
absolu  et  sur  le  parallélisme.  On  y  trouve  déjà  quelques-unes  des 
idées  que  M.  René  Lagrange  a  développées  avec  beaucoup  d'origi- 
nalité dans  les  notes  suivantes  : 

R.  Lagrange  :  Sur  le  calcul  différentiel  absolu  [C.  R.,  2®  semestre 
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1021].  Sur  quelques  applications  du  calcul  différentiel  absolu,  et  Sur 
l'application  des  variétés  d'ordre  p  dans  un  espace  x  d'ordre  n 
[C.  R.,  P""  semestre  1922]. 

Dans  ces  notes,  l'auteur  considère  des  formes  quadratiques  non 
plus  de  différentielles,  mais  de  formes  de  Pfaff  qui  ne  sont  pas 
forcément  intégrables. 

Applications  des  résultats  du  mémoire  de  M.  Levi-Civita   : 

BlascJike,  \V  :  Frenets  Formeln  fur  den  Uaum  von  Rieniann  ; 
Math.  Zeitschr.,  Bd.  VI,  1919. 

Néanmoins,  avant  les  travaux  de  MM.  Ricci  et  Levi-Civita,  l'étude 
des  formes  quadratiques  de  difîérenlielles  avait  déjà  été  entreprise 
systématiquement,  citons  les  mémoires  fondamentaux  suivants  : 

Riemann  :  Die  Hypothesen  ûber  welche  der  Géométrie  zugrunde 
liegen  ;  Commentatio,  etc,  avec  des  adjonctions  de  Weber  [Werke, 
III,  Teil].  Il  a  paru  une  traduction  française  du  premier  de  ces 
mémoires  dans  les  Œuvres  de  Riemann,  traduites  par  Laiigel. 
Deux  éditions  successives  avec  commentaires  de  M.  H.  Weyl  ont 
paru  récemment  en  allemand  (Springer,  Berlin,  1919  et  1920). 

Christofjel  :  Ueber  die  Transformationen  der  homogenen  Diffe- 
rentialausdrûcke  2"^^"  Grades.  Journal  f.  reine  und  angew,  Matlie- 
matik.  Bd,  70,  1869. 

Théorie  de  la  transformation  d'une  forme  quadratique  en  une 
autre,  définition  systématique  des  symboles  de  Christoffel  et  de 
Riemann  ;  formation  des  invariants  quadrilinéaires,  pentalinéaires, 
etc...  d'une  forme  quadratique  différentielle,  rattachement  à  la 
théorie  des  invariants  algébriques. 

Lipschitz  :  Untersuchungen  in  Belreff  der  ganzen  homogenen 
Funktionen  von  n  Differentialen.  Journal  f.  reine  u.  angew.  Ma- 
Ihematik,  Bd.  70,  1869. 

Lipschitz  :  Entwickelung  einiger  Eigenschaften  der  quadra- 
tischen  Formen  von  n  Differentialen,  I  et  II.  Journal  f.  reine  u. 
angew.  Mathematik,  Bd.  71,   1870. 

Lipschitz  :  Fortgesetzte  Untersuchungen  in  Betreff  der  ganzen 
homogenen  Functionen  von  n  Differentialen.  Journal  f.  reine  und 
angew.  Mathematik,  Bd.  72. 

Calcul  tensoriel.  7 
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Lipschitz  :  Bemcrkungen  zu  dem  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges, 
id.  Bd,  82,   1877. 

La  théorie  intrinsèque  des  surfaces  à  deux  dimensions  a  été, 
comme  on  sait,  développée  d'une  manièi-e  magistrale  par  Darboux 
dans  ses  «  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  »,  4  vol. 
Paris,  1887-1915.  Les  méthodes  de  cet  illustre  géomètre  sont  plus 
particulières  que  celles  qui  font  l'objet  de  ce  petit  livre  ;  elles 
gagnent  en  profondeur  ce  qu'elles  négligent  en  étendue.  Les  géo- 
mètres qui  entreprendront  des  recherches  sur  les  espaces  quel- 
conques reliront  toujours  avec  profit  ce  que  Darboux  a  écrit  sur 
les  espaces  particuliers  à  deux  dimensions  [voy.  surtout  tome  III]. 

Les  premiers  chapitres  du  livre  de 

Bianchi  :  Lezioni  di  geometria  differenziale,  ^'^  éd.  I,  1922, 
reprennent  complètement  les  calculs  de  Christoffel  sur  la  transfor- 
mation des  formes  quadratiques  différentielles. 

Ricci  :  Principi  di  una  teoria  délie  forme  quadrati'clje.  Annali  di 
Mat.  1884,  vol.  XII  (2«  Séria). 

Etude  des  formes  quadratiques  de  classe  zéro,  c'est-à-dire  qui 
peuvent  s'exprimer  en  une  somme  de  n  carrés  de  différentielles 
de  variables  indépendantes  si  la  forme  est  n-aire  ;  étude  des  formes 
de  classe  1,  c'est-à-dire  des  formes  n-aires  qui  peuvent  être  décom- 
posées en  une  somme  de  n  4-  1  carrés  de  variables  indépendantes. 
On  trouve  dans  les  travaux  suivants  des  applications  intéressantes 
et  variées  des  principaux  résultats  de  Riemann,  de  Christoffel,  et  de 
Lipschitz. 

Schîaefli.  Sugli  spazi  di  curvatura  costante.  Ann.  di  Matemat. 
2»  Séria,  vol.  V.  . 

Ce  mémoire  contient  pour  la  première  fois  la  remarque  qu'un 
conlinuum  C„  peut  être  immergé  dans  un  espace  linéaire  E,\  à  un 
nombre  N  de  dimensions  tel  que 


Béez,  R.  :  Ueber  das  Riemannsche  Kriimmungsmass  :  Zeitsch.  f. 
Math.  u.  Phys.  20  (1875)  21  (1876)  24  (1879)  et  Math.  Ann.  VII 
(1874). 
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Série  de  niéiiioires  sur  les  travaux  de  Riemann  et  Chiistoffel 
avec  des  applications  à  certaines  classes  particulières  de  variétés. 

Le  calcul  différentiel  absolu  s'applique  surtout  à  l'étude  des  mul- 
tiplicités considérées  en  elles-mêmes  ;  néanmoins  le  mémoire  sui- 
vant : 

Ricci  :  Formole  fondamentali  nclla  teoria  générale  délie  varietà 
c  dclla  loro  curvalura.  Rendic.  dei  Lincei.  Ser.  V,  XI,  1902, 
est  une  étude  des  variétés  à  n  dimensions  imniergées  dans  une  va- 
riété quelconque  à  n  -j-  m  dimensions.  Il  pose  ainsi  la  question  des 
relations  que  soutiennent  des  variétés  décrites  à  l'intérieur  d'autres 
variétés. 

Dans  la  note  suivante  : 

Her(jlol:,  G.  :  Zur  Einsleinschen  (àravitationstheorie,  Leipzig. 
Bcrichte,  68,  1916,  l'auteur  donne  une  signification  géométrique 
simple  du  tenseur  Ri^  et  de  l'invariant  R. 

Une  méthode  symbolique  de  calcul  différentiel  absolu  dont  nous 
n'avons  rien  dit  dans  ce  livre  à  cause  du  peu  d'applications  qu'on 
en  a  données,  a  été  développée  par  quelques  géomètres  américains. 
Nous  citerons  les  principaux  travaux  : 

Maschke  :  A  new  method  of  determining  the  differential  para- 
nieters  and  invariants  of  quadratic  differential  quantics.  Trans. 
Amer.  Math.  Soc.  I. 

Maschke  :  Invariants  of  differential  quantics.  Transe.  Amer 
Math.  Soc.  IV. 

Maschke  :  Differential  paramcters  of  tlic  ilrst  order.  Trans.  Amer. 
Math.  Soc.  VII. 

Smith,  A.-W.  :  The  symbolic  treatment  of  differential  geometry. 
Trans.  Amer.  Math.  Soc.  VII. 

Maschke  :  The  Kronecker  Gaussian  curvature  of  hyperspace. 
Trans.  Amer.  Math.  Soc-  VII. 

Ingold,  L.  :  Vector  interprétation  of  symbolic  differential  para- 
mcters. Trans.  Amer.  Math.  Soc.  XL 

Wilson  and  Moore  :  Surfaces  in  hyperspace.  Proc.  Amer.  Acad. 
of  Arts  and  Sciences,  52,   1916-1917. 
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Elude  des  continua  C2  à  2  dimensions  plongés  dans  un  espace 
quelconque.    Ce  mémoire  donne   une   série   d'applications  des   di- . 
verses    méthodes    précédemment    exposées   y    compris   la    méthode 
symbolique  de  Maschke. 

Il  convient  de  signaler  une  série  d'extensions  de  la  définition 
de  la  métrique.  Ces  extensions  fondées  sur  des  critiques  de  plus  en 
plus  profondes  des  notions  géométriques  i)romettent  d'être  fécondes 
des  qu'elles  seioni   svsl('iiiati(|uement  appliquées  à  la  physique. 

Weyl,  H.  :  Reine  Infinilesimalgeometric,  Math.  Zeitschr.  Bd.  II, 
1918  [voy.  aussi  Temps,  Espace,  Matière]. 

Wcyl,  H.  :  Zur  Infinitcsinialgcoiiulric  :  Einordmmg  der  i>ro- 
jckliven  imd  der  koiiformen  Auffassung.  Gôttinger  Nachr.    1921. 

.lurcl.  (i.  :  Les  lonnules  de  Frenet  dans  un  esp:ice  de  M.  Weyl. 
{].  \\.  1921  ou  Uulletin  de  la  Société  neuchâteloise  des  Sciences  na- 
lurelles,  tome  XI,  1921.  - 

Une  nouvelle  généralisation  est  due  à  : 

Eddington  :  A  généralisation  ot  Weyl's  Theory  of  Ihe  electro 
magnelic  and  gravitational  Fields.  Proc.  Roy.  Soc.  A..,  99,  (1921). 

Enfin  M.  Cartan  dans  une  série  de  notes  très  profondes  [C.  R., 
1922]  a  montré  tout  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  définitions  plus 
générales  encore  du  déplacement  parallèle  et  de  la  métrique. 
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